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А. ЛАНТУХ-ЛЯЩЕНКО (НТУ, Киев) 

К ВОПРОСУ О «ПАМЯТИ» МАРКОВСКОЙ МОДЕЛИ НАКОПЛЕНИЯ 
ПОВРЕЖДЕНИЙ 

В статті представлено ймовірнісний підхід до моделювання життєвого циклу елементів автодорожніх 
мостів. Розглядаються марковські стохастичні моделі деградації. Ці моделі можуть використовуватись як 
ефективний інструмент оцінки технічного стану і прогнозу залишкового ресурсу. В системі експлуатації 
мостів ці моделі можуть дати кількісні критерії рівня надійності, ризику і алгоритми прогнозу залишкового 
ресурсу. 

В статье представлен вероятностный поход к моделированию жизненного цикла элементов автодорож-
ных мостов. Рассматриваются марковские стохастические модели деградации. Эти модели могут использо-
ваться как эффективный инструмент оценки технического состояния и прогноза остаточного ресурса. В сис-
теме эксплуатации мостов эти модели могут дать количественные оценки уровня надежности, риска и алго-
ритмы прогноза остаточного ресурса. 

This paper presents the application of a probabilistic approach for the modeling of service life of highway bridge 
elements. The focus of this paper is on the Markov stochastic deterioration models. These models can be used as 
effective tool for technical state assessments and prediction of residual resource of a structure. For the bridge main-
tenance purpose these models can give quantitative criteria of a reliability level, risk and prediction algorithms of the 
residual resource. 

Проблема 

Статья посвящена проблеме моделирования 
стохастического процесса накопления повреж-
дений в элементах строительных конструкций. 
Эта проблема стала особенно актуальной для 
Украины в последние 15…20 лет, по мере того, 
как стремительно растет количество физически 
устаревших сооружений. В этих условиях, для 
безаварийной эксплуатации сооружений, нуж-
ны новые научные подходы к оценке техниче-
ского состояния сооружений, которые дали бы 
количественные критерии уровня надежности, 
риска и алгоритмы прогноза остаточного ре-
сурса их элементов. 

Вопрос о построении модели накопления 
повреждений в элементах транспортных со-
оружений есть доминантой глобальной про-
блемы оценки, прогноза ресурса и безопасной 
эксплуатации сооружений. 

С этой проблемой сталкиваются все страны, 
но для Украины сегодня проблема становится 
особо значимой в силу ряда неблагоприятных 
причин. Среди них тяжелое экономическое и 
финансовое состояние страны, угрожающее 
техническое состояние транспортных сооруже-
ний, одно из последних мест в Европе по раз-
витию дорожной сети. 

В своем предисловии к сборнику «Пробле-
ми ресурсу» [14] академик НАН Украины  
Б. Е. Патон пишет: «…особую актуальность 

приобретают вопросы управления эксплуата-
ционной надежностью и долговечностью от-
ветственных объектов путем определения их 
технического состояния, остаточного ресурса и 
установления научно обоснованных сроков 
эксплуатации». 

Очевидно, что вопрос построения адекват-
ной модели деградации, позволяющей опреде-
лить жизненный цикл транспортного сооруже-
ния, был и будет предметом внимания многих 
исследователей. Научные разработки, направ-
ленные на получение реалистического прогноза 
безопасного функционирования сооружения, 
всегда будут с благодарностью восприниматься 
обществом в силу большого социально-эконо-
мического значения проблемы. 

Модели накопления повреждений 

В строительной механике, с 50-х годов 
прошлого столетия, господствовала модель на-
копления повреждений известная под названи-
ем «теория линейного суммирования повреж-
дений Пальмгрена-Майнера», в которой ис-
пользуется принцип линейной суперпозиции 
[18, 17]: 

 
0 ( )

n
i

i
N D

N
=

σ∑ , (1) 

где Di – мера повреждений; Ni – число циклов 
нагружения; ( )N σ  – число циклов до разруше-
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ния при режиме напряжений σ ; n – число сту-
пеней изменений режима нагружения. 

Предельное число циклов до разрушения 
RN  определяется из условия D = 1 [1, 15]: 
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Эта достаточно простая и прозрачная мо-
дель получила широкое распространение в ма-
шиностроении. В меньшей степени модель ис-
пользовалась для оценки жизненного цикла 
транспортных сооружений. Очевидно, что для 
использования модели необходимо иметь дос-
товерную оценку количества циклов нагруже-
ния, т.е. для прогноза ресурса в процессе экс-
плуатации необходимо иметь полные данные 
истории нагружения. Применительно же к мос-
там, и особенно железобетонным, требуемые 
данные определяются настолько приблизитель-
но, что теряется достоверность модели. Есть и 
другие недостатки, сдерживающие применение 
модели Пальмгрена-Майнера, такие как, на-
пример, игнорирование эффектов взаимодейст-
вия циклов нагружения с малой и большой ам-
плитудами. 

Другое направление построения моделей 
накопления повреждений элементов строитель-
ных конструкций основывается на фундамен-
тальных исследованиях механики разрушения. 
В Украине это исследования школы академика 
НАНУ В. В. Панасюка [9, 10, 11, 12], в России – 
исследования механики железобетонных кон-
струкций [3, 7, 13] и др. Здесь модель разруше-
ния, как правило, строится, используя коэффи-
циенты интенсивности напряжений, представ-
ляющие собой физические константы материа-
ла [6, 131517]: К сожалению, модели, 
основанные на классической теории механики 
разрушения, пока не получили широкого рас-
пространения в оценке ресурса элементов 
транспортных сооружений. 

Весомой альтернативой модели (2) стали в 
последние 30…40 лет феноменологические сто-
хастические модели, описывающие накопление 
повреждений, как процесс, эволюция которого 
во времени определяется вероятностными за-
конами. Сейчас многие исследователи склоня-
ются к мысли, что именно стохастические  
модели марковских цепей есть наиболее пер-
спективным, универсальным интегральным ап-
паратом описания постепенного разрушения 
элементов сооружений. 

В основе теории марковских процессов ле-
жит следующая гипотеза: результат (n + 1)-го 

события процесса зависит от результатов 
всех предшествующих событий только через 
результат n-го события. В терминах вероятно-
стей эта гипотеза записывается так: 

 { } { }1 1 2 1Prob | , ,..., Prob |n n n nk k k k k k+ += . (3) 

Многие называют марковскую цепь процес-
сом «без памяти». Сегодня есть немало крити-
ков, оспаривающих практическую ценность 
марковских моделей накопления повреждений. 
Критике подвергается основная гипотеза мар-
ковской цепи о зависимости «будущего» только 
от «настоящего» [4]. В качестве примера такой 
критики сошлемся на работу [16] видного тео-
ретика США в области ресурса транспортных 
сооружений,Д. Франгопола (D. Frangopol). 

В анализе марковской модели накопления 
повреждений, изложенном ниже, детально рас-
сматривается вопрос об использовании события 
kn для предсказания времени наступления со-
бытия kn+1. 

Марковская модель деградации 

За 100 лет, прошедшие со времени опубли-
кования стохастической теории академика Рос-
сийской академии наук А. А. Маркова, теория 
интенсивно развивалась во всем мире и стала 
базой не только для моделей накопления по-
вреждений, но и во всех отраслях знаний – от 
управления экономикой до медицинских про-
гнозов. Стохастические феноменологические 
модели накопления и прогноза повреждений, 
рассматриваемые здесь, также базируются на 
теории марковских цепей. 

Износ элемента сооружения здесь описыва-
ется марковским дискретным процессом с не-
прерывным временем [1]. Рассматривается про-
цесс с качественными состояниями. Роль слу-
чайной переменной здесь играет случайное 
дискретное состояние системы. 

Будем полагать, что элемент находиться по-
следовательно в состояниях S1, S2, ..., Sn , а пе-
реходы из одного дискретного состояния в дру-
гое осуществляются в моменты времени  
t1, t2, ..., tn–1. 

Моделирование марковским процессом оз-
начает, что для произвольного времени t0  веро-
ятность пребывания в каждом из состояний 
элемента в будущем (при 0t t> ) зависит только 
от его состояния в настоящем (при 0t t= ) и не 
зависит от того, как и за какое время он достиг 
текущего состояния. 

Таким образом, формально создается впе-
чатление, что прогнозируемое состояние не за-
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висит от истории накопления повреждений. В 
действительности это не так. Речь не идет о 
полной независимости «будущего» от «прошло-
го», ибо в общем случае, отправное, настоящее 
состояние (при 0t t= ) зависит от того, как про-
текал процесс деградации в прошлом. 

В нашей модели определяющие зависимо-
сти получены, следуя графу в которых блужда-
ние по дискретным состояниям осуществляется 
только в одном направлении: от состояния с 
меньшим, к состоянию большим номером. 

В терминах дискретного марковского про-
цесса задача сводится к поиску безусловных 
вероятностей пребывания системы S на произ-
вольном шаге k в состоянии Sі : 

 ( ) ( )Prob ; 1,2,..., ;i ip k S k S k n= ⎡ = ⎤ =⎣ ⎦   
 0,1, ..., 1.i n= −  (4) 

Вероятности pi(k) выражаются через услов-
ные вероятности перехода системы S на шаге k 
в состояние Sj при условии, что на шаге ( 1k − ) 
она была в состоянии Sі : 

 ( ) ( ) ( )Prob | 1 ;ij i ip k S k S S k S= ⎡ = − = ⎤⎣ ⎦   
 , 0,1, ..., 1i j n= − . (5) 

Условные вероятности перехода pij(k) обра-
зуют стохастическую матрицу Р0. Когда матри-
ца Р0 найдена, по известным значениями ус-
ловных вероятностей перехода и начальному 
значению безусловной вероятности пребывания 
системы в состоянии S1 все другие безусловные 
вероятности находятся по рекуррентной фор-
муле: 
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Здесь n – количество рассматриваемых дис-
кретных состояний. 

Искомые вероятности марковской цепи 
p1(t), p2(t), ..., pn(t) – функции времени – явля-
ются вероятностями того, что система в момент 
t находится в состоянии Sі., и определяются из 
системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений с переменными, в общем случае, 
коэффициентами. Это известные уравнения 
Колмогорова-Чепмена, описывающие эволю-
цию дискретного марковского процесса с не-
прерывным временем. 

В матричной форме уравнения имеют вид: 

 ( , ) ( , )d i t i t
dt

= ⋅
P P E , (7) 

где P(i, t) – матрица вероятностей перехода. 
К уравнению (7), присоединяются началь-

ные условия: 

при  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40; 1; 0t p t p t p t p t= = = = = . (8) 

Кроме того, в решении системы дифферен-
циальных уравнений (7) можно использовать 
условие нормирования: 
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являющееся следствием того, что события мар-
ковской цепи несовместимые и образуют пол-
ную группу. 

Матрица вероятностей перехода P(i, t) в (7), 
очевидно, зависит от времени t. Подчеркнем, 
что время отсчитывается от начала процесса. 
Что касается матрицы интенсивности перехо-
дов (скоростей деградации) Е – то она, в общем 
случае, также является зависимой от времени. 
Однако, пригодные для практического приме-
нения модели получают с независимой от вре-
мени матрицей Е и даже в случаях Е = const  
[1, 2]. 

Модель деградации для случая  
пяти дискретных состояний 

Модель представлена процессом, граф кото-
рого показан на рис.1. Это дискретный процесс 
из 5 состояний с непрерывным временем, рав-
номерно распределенным между состояниями. 
Система может последовательно переходить из 
одного соседнего состояния в другой с боль-
шим номером, оставаться в каком-либо из них. 
Состояние 5 – поглощающее. Это означает, что 
выхода из состояния 5 система не имеет. 

Решение системы уравнений (7) при гра-
ничных условиях (8), для n = 5 дает матрицу 
вероятностей переходов системы из состояния 
S1 в состояния k = 2, 3, 4, 5. 

 
Рис. 1. Граф процесса модели  
из пяти дискретных состояний 

Надежность элемента в состоянии k вычис-
ляется по формуле (6) как безусловная вероят-
ность того, что в момент времени t элемент 
выйдет из текущего состояния, т.е. произойдет 
отказ (k + 1). 
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После того, как определены надежности в 
каждом из дискретных состояний k = 2, 3, 4, 5 – 
модель жизненного цикла элемента описывает-
ся как процесс Пуассона с дискретными со-
стояниями и непрерывным временем. Это част-
ный случай марковского процесса, дающий 
возможность описать модель нелинейным 
уравнением – экспоненциальной функцией вре-
мени. 

Интегральная функция распределения P(t) 
для времени Tn , которое пройдет, пока состоят-
ся все n событий процесса, имеет вид: 
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где P(t) – вероятность того, что элемент перей-
дет в состояние k в течение времени nt T< ; λ  – 
параметр процесса – интенсивность отказов. 

Из функции (10) при k = 5 модель жизнен-
ного цикла элемента описывается уравнением: 

 ( )51 0,0083 t
tP t e−λ= − λ . (11) 

Таким образом, зависимостью (11), при за-
данной интенсивности отказов λ, устанавли-
вается связь между надежностью элемента Pt в 
і-м дискретном состоянии и временем t, кото-
рое прошло от начала эксплуатации до состоя-
ния 2, 3, 4, 5.i =  

Определение параметра деградации 

Как следует из зависимости (11), единст-
венным параметром управления жизненным 
циклом является интенсивность отказов λ. В 
нашей модели этот параметр определяется ре-
шением уравнения (11) при известных началь-
ных условиях [8], определенных для отдельно-
го элемента, находящегося в i-м состояния 
( 2i ≥ ): 

• надежности элемента в i-м дискретном 
состоянии P1(t1), определенной по результатам 
обследования (определения дискретного со-
стояния, другими словами); 

• и времени, которое прошло от начала 
эксплуатации до i-го состояния – t1. 

Графическая интерпретация процедуры оп-
ределения параметра λ  приведена на рис. 2. 

При известном значении параметра «интен-
сивность отказов λ» из модели жизненного 
цикла элемента (11) определяется время пере-
хода в следующее дискретное состояние. Для 
случая пятого дискретного состояния это будет 
остаточный ресурс T – t1 (см. рис. 2). 

 

 
Рис. 2. К определению параметра  

«интенсивность отказов λ» 

Очевидно, что предложенный прием полу-
чения значения управляющего параметра моде-
ли жизненного цикла элемента из «настояще-
го», т.е. i-го дискретного состояния, дает пол-
ную информацию об истории нагружения в 
«прошлом», и не только. Определенный по 
этой процедуре параметр «интенсивность отка-
зов λ» несет в себе много другой информации, 
относящейся к условиям эксплуатации, содер-
жанию сооружения, качеству строительства, 
особенностям конструкции и т.п. 

Другое дело, что всю эту информацию из 
истории жизненного цикла параметр λ содер-
жит интегрально, разделить ее (информацию) 
по типам данных не представляется возмож-
ным. Однако для целей управления жизненным 
циклом сооружения в системе эксплуатации, 
предлагаемая процедура определения парамет-
ра интенсивности отказов λ достаточно досто-
верна и принята в практике оценки и прогноза 
технического состояния элементов мостов [5]. 

Выводы 

Изложенное в этой статье построение мар-
ковской стохастической модели накопления 
повреждений достаточно убедительно показы-
вает возможность использования события kn 
для предсказания времени наступления собы-
тия kn+1. 

Марковская модель накопления поврежде-
ний в сочетании с предложенным приемом оп-
ределения параметра интенсивности отказов λ 
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являются универсальным аппаратом прогноза 
жизненного цикла сооружения в системе экс-
плуатации. Ее параметр интенсивности отказов 
несет всю полноту истории нагружения, в са-
мом общем понимании этого термина. 

В предлагаемой нами формулировке, модель 
не зависит ни от материала, ни от типа конст-
рукции. Это обстоятельство позволяет реко-
мендовать ее для прогноза остаточного срока 
службы любых элементов строительной инфра-
структуры. 

Для прогноза ресурса элементов мостов на 
стадии проектирования модель (11) не может 
быть рекомендована непосредственно. Очевид-
но, что для управления долговечностью эле-
мента на стадии проектирования одного пара-
метра интенсивности отказов недостаточно. 

Чтобы предоставить марковской модели  
накопления повреждений чувствительность к 
физическим, механическим, конструктивным 
характеристикам элемента и условиям окру-
жающего среды, потребуются обстоятельные 
исследования. Конечной целью этого исследо-
вания должно быть построение функции интен-
сивности отказов, зависящей от перечисленных 
выше факторов и времени. 
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