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УДК 624.044 

И. К. БАДАЛАХА (ДИИТ) 

НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ 
БЕСКОНЕЧНО ДЛИННЫХ УПРУГИХ МАССИВОВ РАЗЛИЧНОЙ 
ШИРИНЫ И ОГРАНИЧЕННОЙ ТОЛЩИНЫ НА ЖЕСТКОМ 
ОСНОВАНИИ ПРИ ИХ ПЛОСКОМ ДЕФОРМИРОВАНИИ

У статті наведено результати рішення ряду задач плоского деформування пружних нескінченно довгих 
масивів різної ширини і обмеженої товщини. Розглядаються різні випадки умов на контакті масиву з осно-
вою. В рішеннях використані запропоновані автором раніше залежності між напруженим і деформованим 
станами, відмінні від узагальненого закону Гука. 

В статье приведены результаты решения ряда задач плоского деформирования упругих бесконечно 
длинных массивов различной ширины и ограниченной толщины. Рассматриваются различные случаи усло-
вий на контакте массива с основанием. В решениях использованы предложенные автором раньше зависимо-
сти между напряженным и деформированным состояниями, отличные от обобщенного закона Гука.  

The article presents the results of solving several problems of a flat deformation of elastic infinitely long massifs 
of different width and limited thickness. Various cases of conditions at the massif/base contact. The relationships 
between stressed and strained states previously suggested by the author, which differ from the generalized Hooke’s 
law, are used in the solutions. 

Настоящая работа является продолжением 
цикла работ автора по определению напряжен-
но-деформированного состояния упругих мас-
сивов с раздельным определением деформаций 
от чистого формоизменения (чистого сдвига, 
чистой деформации), который протекает без 
изменения объема среды, и от изменения ее 
объема (плотности). Оба вида деформаций не-
зависимы друг от друга и подчиняются различ-
ным закономерностям [1 – 3]. Напряженное 
состояние в любой точке упругого массива ха-
рактеризует потенциальная гармоническая фун-
кция давления, представляющая собой среднее 
давление в точке, которое равно одной трети 
первого инварианта напряженного состояния:  

. ( ) 1
1 1
3 3х у z Jσ = σ + σ + σ = . 

Здесь приводятся результаты решений неко-
торых задач для массивов ограниченной тол-
щины с различной шириной, опирающихся на 
жесткое основание, при их плоском деформи-
ровании. 

Задача № 1. Упругий массив прямоуголь-
ного поперечного сечения бесконечной длины 
на жестком основании. На верхней площадке 
действует по нормали к ней сила Р (Н/м), рас-
средоточенная по бесконечной линии вдоль 
массива (рис. 1). Граничные условия на контак-
те массива с основанием допускают только го-
ризонтальные смещения от чистого сдвига. Ис-

ходя из этого, для функции давления σ  гра-
ничные условия будут следующими:  

1)  при z = 0 0 ( 0);cW
z

∂σ
= =

∂
 

2)  при z = h и х≠0 0σ = ; 
3)  при z = h и х = 0 σ = ∞ ; 
4)  функция должна быть четной относи-

тельно координаты х, т.е. ( , ) ( , )x z x zσ = σ − . 
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Рис. 1 

Это смешанная задача Дирихле-Неймана, 
решение которой если имеется, то единствен-
ное. Решение, удовлетворяющее поставленным 
условиям, получено [4] в виде: 

 
1

(2 1)ch(2 1) 2cos (2 1)2 2 ch
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σ = ⋅
π −∑ . (1) 

Для проверки условия, является ли данная 
функция потенциальной, запишем ее вторые 
частные производные: 
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Очевидно, что сумма вторых частных произ-
водных равна нулю, поэтому данная функция 
является гармонической, потенциальной. 

Определение компонент перемещений, вы-
званных чисто сдвиговыми и объемными де-
формациями, выполняется по условию [3]: 

- перемещения от чистого сдвига: 
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- вертикальные перемещения от изменения 
плотности упругой среды: 
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где ск  и 0к  – физические константы среды, 
соответственно, – модуль чистого формоизме-
нения и модуль объемной деформации. 

Для случая нагрузки равномерной интен-
сивности р (Н/м2), распределенной на беско-

нечной полосе постоянной ширины 2а, задача 
определения функции давления решается путем 
интегрирования (1) в соответствии с рис. 2: 
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Рис. 2 
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После интегрирования и элементарных ал-
гебраических преобразований имеем: 
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По известному значению функции давления 
определяются перемещения точек массива, вы-
званные чистым формоизменением: 
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а также вертикальные перемещения от измене-
ния объема среды: 
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Задача № 2. Упругий массив и его загруже-
ние аналогичны задаче № 1, но основание до-
пускает только вертикальные смещения от чис-
той деформации (рис. 3), т.е. функция давления 
должна удовлетворять условиям: 

1) при z = 0 0 ( 0);cU
z

∂σ
= =

∂
 

2) при z = h и х= 0  σ = ∞ ; 
3) при z = h и х≠0  0σ = ; 
4) ( , ) ( , )x z x zσ = σ − . 

z

x

Р

2

h

Wс Wс

 
Рис. 3 

Функция давления, удовлетворяющая постав-
ленным граничным условиям, получена в виде 
[4]: 
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Проверим, является ли она гармонической. Для 
этого запишем ее вторые частные производные: 
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Очевидно, что сумма этих производных равна 
нулю, поэтому сама функция (9) является гар-
монической и, следовательно, потенциальной. 

Компоненты перемещений среды, вызван-
ные чистым формоизменением, в соответствии 
с [3] будут: 
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Перемещения, вызванные изменением плот-
ности среды, определяются интегрировани- 
ем (9): 
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Произвольная интегрирования  С определяется 
из граничных условий: при z = 0  W0  = 0. Тогда 
окончательно имеем: 
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В том случае, когда на поверхности массива 
будет действовать равномерно распределенная 
нагрузка р (Н/м2), функция давления определя-
ется интегрированием (9) в соответствии со 
схемой на рис. 2:  
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После подстановки пределов и алгебраических 
преобразований функция давления будет: 
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По известной функции давления (13) опреде-
ляются перемещения точек массива, вызванные 
чистым формоизменением: 
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Перемещения точек упругой среды от измене-
ния ее плотности после соответствующего ин-
тегрирования будут: 
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Задача № 3. В задачах № 1 и 2 рассматри-
валось напряженно-деформированное состоя-
ние упругого массива прямоугольного попе-
речного сечения бесконечной длины для двух 
предельных случаев по граничным условиям на 
контакте его с основанием: контакт допускает 
только горизонтальные смещения от чистого 
деформирования (задача № 1) либо только вер-
тикальные (задача № 2). Если же контакт с ос-
нованием допускает и горизонтальные и верти-
кальные смещения от чистого деформирования 
упругой среды, то задача может быть решена 
путем комбинирования двух решений. Для это-
го внешняя нагрузка делится на две части про-
порционально оценочной величине упомяну-
тых смещений: 

г в г в г в( )Р Р Р m Р m Р Р m m= + = + = + , 

где гm  и вm  – коэффициенты, пропорциональ-
ные частям нагрузки, формирующим, соответ-
ственно, горизонтальные и вертикальные сдви-
говые смещения на контакте. Их сумма равна 
единице. 

Таким образом, общее решение будет состо-
ять из суммы двух решений, пропорциональ-
ных решению задачи № 1 с коэффициентом 
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пропорциональности гm  и решению задачи  
№ 2 с коэффициентом вm . 

Для нагрузки, сосредоточенной вдоль бес-
конечной линии, будем иметь: функция давле-
ния в любой точке поперечного сечения мас-
сива: 
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Перемещения, вызванные чистым формоизме-
нением: 

1

(2 1) (2 1)sin
2 2 2

n
c с

n

Р n n xU к
=∞

=

π − π −
= ⋅ ×∑  

   г в

(2 1) (2 1)ch sh
2 2

(2 1) (2 1)ch sh
2 2

n n zz
m mn h n h

π − π − ⋅⎡ ⎤⋅⎢ ⎥
× +⎢ ⎥π − ⋅ π − ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦

; (18) 

1

(2 1) (2 1)cos
2 2 2

n
c с

n

Р n n хW к
=∞

=

π − π − ⋅
= − ⋅ ×∑  

   г в

(2 1) (2 1)sh ch
2 2

(2 1) (2 1)ch sh
2 2

n n zz
m mn h n h

π − π − ⋅⎡ ⎤⋅⎢ ⎥
× +⎢ ⎥π − ⋅ π − ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦

; (19) 

 
перемещения, вызванные изменением объема 
среды: 
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В том случае, когда на поверхности массива 
будет действовать равномерно распределенная 
нагрузка интенсивностью р (Н/м2) по бесконеч-
ной полосе шириной 2а, решение задачи будет 
представлять комбинацию решений (5)–(8) и 
(13)–(16). 

Задача № 4. Бесконечно простирающийся 
упругий массив ограниченной толщины на же-
стком основании (рис. 4). На его поверхности 
приложена по нормали сила Р (Н/м), равномер-
но распределенная вдоль бесконечной линии, 
т.е. имеем задачу плоского деформирования. 
Условия контакта с жестким основанием до-
пускают только горизонтальные смещения от 
чистого деформирования. 

z

x

Р

h

Uс Uс

 
Рис. 4 

Граничными условиями для функции давле-
ния в этом случае будут: 

1) при z = 0 0 ( 0);cW
z

∂σ
= =

∂
 

2) при z = h и х≠0  0σ = ; 
3) при z = h и х= 0  σ = ∞ ; 
4) функция должна быть регулярной на бес-

конечности и четной относительно координаты 
х, т.е. lim 0

x=±∞
σ =  и ( , ) ( , )x z x zσ = σ − . 

Для определения такой функции давления 
воспользуемся следующим приемом. В реше-
нии (1) для ограниченной ширины упругого 
массива будем увеличивать ее, устремив к бес-
конечности ( )→ ∞ . В пределе мы должны по-
лучить искомую функцию. При этом предста-
вим функцию (1) в следующем виде: 

огр
1

ch cos
2 ch

n
n

n n
n n

ztР хt t
ht

=∞

=

σ = ⋅ ⋅ ∆∑ , 

где (2 1)
2n
nt π −

= . 
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При неограниченном возрастании ширины мас-
сива → ∞  можно записать: 

неогр огр
0

chlim cos
ch

Р z t x tdt
h t

∞

→∞

⋅
σ = σ = ⋅ ⋅

π ⋅∫ . 

Согласно [5] несобственный интеграл такого 
вида равен: 

0

cos ch
ch 2 2cos
ch ch cos

x x d x
x

∞
πβ πα

⋅
β π γ γα =

πα πβγ γ +
γ γ

∫ . 

Выполнив соответствующую подстановку, бу-
дем иметь: 

 
ch cos

2 2

ch cos

x z
Р h h

x zh
h h

π π
⋅

σ = ⋅
π π

+
. (21) 

После алгебраических преобразований приво-
дим (21) к более удобному виду: 

 
2 2

ch cos
2 2

2 sh cos
2 2

x z
Р h h

x zh
h h

π π
⋅

σ = ⋅
π π

+
, (22) 

или  

 
2 2

ch cos
2 2

2 сh sin
2 2

x z
Р h h

x zh
h h

π π
⋅

σ = ⋅
π π

−
. (23) 

Можно убедиться, что полученная функция 
давления удовлетворяет всем поставленным 
граничным условиям и является гармониче-
ской, т.е. обладает потенциалом. При этом от-
метим, что функция (22) была получена также 
А. Я. Мачеретом [6] при исследовании мгно-
венных напоров в грунтовой массе после при-
ложения нагрузки. 

Если предпосылки к получению функций 
давления (1) и (22) корректны, а сами функции 
определены верно, то путем предельного пере-
хода h → ∞  от функции (21) мы должны полу-
чить функцию давления для плоского дефор-
мирования полупространства. Выполним такой 
переход. Для этого, с целью упрощения выкла-
док, перенесем начало координат в рис. 4 на 
поверхность, в точку приложения силы, и по-
пытаемся перейти к упомянутому пределу: 

( )

( )неогр огр

ch cos 02 2lim lim
0ch cos

h

h zx
Р h h

n zh x
h h

→∞

π −π
⋅

σ = σ = =
π −π

+
. 

Для раскрытия неопределенности восполь-
зуемся правилом Лопиталя: 

( )

( )
2

2 2

sh cos
2 22lim

sh sin
2

h

h zx x
Р h hh

h zh x x z
h hh h

→∞

π −π π⎛ ⎞⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠⋅ −

π −π π π⎛ ⎞⋅ − − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )

( )
2

2 2

ch sin
02 2 2
0sh sin

2

h zx z
h h h

h zx x z
h hh h

π −π π⎛ ⎞⋅ ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠− =

π −π π π⎛ ⎞⋅ − − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Неопределенность не раскрыта, поэтому 
воспользуемся второй раз правилом Лопиталя: 

- производная числителя по h: 

( )
2 2 3ch cos sh

2 22 2
h zx x x x

h hh h h
π −π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − ⋅ + ⋅ ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( ) ( )
2cos sh sin

2 2 2 2
h z h zx x

h h h h
π − π −π π⎛ ⎞× − ⋅ − ⋅ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )
2 2 2sh sin ch

2 2 22 2 2
h zz x x z x

h h hh h h
π −π π π π π⎛ ⎞× − ⋅ − ⋅ ⋅ − ×⎜ ⎟

⎝ ⎠

( ) ( )2

2 3cos ch sin
2 2 22
h z h zz x z

h h hh h
π − π −π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞× − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                    3 z
h
π

= ; 

- производная знаменателя по h: 

( )2 2

2 3 2

2ch ch cos
2 2 2

h zx х x x z
h h h h h h

π −π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) ( )
2

2 2
3 4

2sin .
h z z x z
h h h

π − π π⎛ ⎞− − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
( ) ( )

3

2 2 2
2 2

4

lim
h

zР Р zh
h x zx z

h
→∞

π

=
ππ ++

. (24) 

Таким образом, мы получили функцию давле-
ния при плоском деформировании полупро-
странства погонно-сосредоточенной силой [7] и 
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подтвердили взаимосвязь функций давления 
(1), (22) и (24). 

Для определения компонентов напряженно-
го состояния в рассматриваемой задаче № 4 
воспользуемся условием [8]: 

( )х h z
z

∂σ
σ = σ − −

∂
; 

( )z h z
z

∂σ
σ = σ − −

∂
; 

 ( )xz h z
x

∂σ
τ = −

∂
. (25) 

После определения частных производных фун-
кции (22) и подстановки в (25) получаем: 

( )
2 2

ch cos
2 2

2 2sh cos
2 2

х

x z
h zР h h

x zh h
h h

π π⎡ ⋅⎢ π −
σ = − ×⎢ π π⎢ +

⎣  

 

2 2

2
2 2

ch sin sh cos
2 2 2 2

sh cos
2 2

x x x z
h h h h

x z
h h

⎤π π π π⎡ ⎤⋅ − ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎥×
⎥π π⎡ ⎤+ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎦

; (26) 

( )
2 2

ch cos
2 2

2 2sh cos
2 2

z

x z
h zР h h

x zh h
h h

π π⎡ ⋅⎢ π −
σ = + ×⎢ π π⎢ +

⎣

 

 

2 2

2
2 2

ch sin sh cos
2 2 2 2

sh cos
2 2

x z x z
h h h h

x z
h h

⎤π π π π⎡ ⎤⋅ − ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎥×
⎥π π⎡ ⎤+ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎦

; (27) 

( )
24x z

P h z
h

⋅ π ⋅ −
τ = − ×  

   

( ) 2
2 2

2
2 2

sh cos ch sin
2 2 2 2

sh cos
2 2

h zx x z
h h h h

x z
h h

π −π π π⎡ ⎤⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦×
π π⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

. (28) 

Для контроля соблюдения условия общего 
равновесия в задаче выполним следующую 
проверку: просуммируем вертикальное давле-

ние от массива на основание, которое должно 
быть равным внешней нагрузке Р. 

Приняв в (27) 0z = , имеем: 

1
2 ch

2

z
Р

xh
h

σ = ⋅
π

. 

Проинтегрируем zσ  по контакту упругого мас-
сива с основанием: 

    
0 0

2 2 22
2 2ch ch

2 2

xd
Р dx Р h h

x xh h
h h

∞ ∞
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠⋅ = ⋅ =

π ππ∫ ∫  

                          
0

2 arсtg sh
2

Р x P
h

∞π⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟π ⎝ ⎠
. 

Следовательно, условие общего равновесия в 
задаче выполняется. 

Компоненты смещений точек упругого мас-
сива от чистого формоизменения получаем со-
гласно [3] в виде: 

c сU к
х

∂σ
=− =

∂
 

2 2

2 2
2 2

sh cos ch sin
2 2 2 2

4
sh cos

2 2

с

x z x z
Р h h h hк
h x z

h h

π π π π⎡ ⎤⋅ +⎢ ⎥π ⎣ ⎦= ⋅
π π⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

;   (29) 

24
c с с РW к к

z h
∂σ π

=− = − ×
∂

 

 

2 2

2
2 2

ch sin sh cos
2 2 2 2

sh cos
2 2

x z x z
h h h h

x z
h h

π π π π⎡ ⎤⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦×
π π⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

. (30) 

Смещения точек упругого массива от изме-
нения объема будут: 

0 0
0 0 0

2 2

ch cos
2 2

сh sin
2 2

z z

x z
Р h hW к d z к x zh

h h

π π

= σ ⋅ = =
π π

−
∫ ∫  

0

0
ch sin

2 2ln
ch sin

2 2 z

x z
Р h hк x z

h h

π π
+

= −
π ππ −

; 
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 0 0
ch sin

2 2ln
ch sin

2 2

x z
Р h hW к x z

h h

π π
+

=
π ππ −

. (31) 

В том случае, когда на поверхности упруго-
го массива будет действовать равномерно рас-
пределенная нагрузка интенсивностью р (Н/м2) 
по бесконечной полосе шириной 2а, функция 
давления может быть определена путем интег-
рирования (22) соответственно рис. 5: 

( )

( )2 2

ch cos
2 2

2 sh cos
2 2

а

а

х z
p h h d

хh z
h h

−

π + ε π
⋅

σ = ε =
π + ε π

+
∫  

( )

( )2 2

sh
22 cos

2 2 sh cos
2 2

а

а

х
d

hp h z
хh h z

h h
−

⎡ π + ε ⎤
⎢ ⎥

π ⎣ ⎦= ⋅ =
π + επ π

+
∫  

( )sh
2arctg

cos
2

a

a

х
p h

z
h −

π + ε

=
ππ

; 

( ) ( )sh sh
2 2arctg arctg

cos cos
2 2

х a х a
p h h

z z
h h

⎡ π + π − ⎤
⎢ ⎥

σ = −⎢ ⎥
π ππ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (32) 

z

x

h

2а

dε

р

ε

 
Рис. 5 

Очевидно, что при бесконечном расширении 
загруженной полосы (2 )а→ ∞  давление в мас-
сиве будет стремиться к своему пределу, рав-
ному р (Н/м2), что и следует из (32). 

Для определения компонентов напряжений 
и деформаций запишем частные производные 
функции давления (32): 

( )

( )2 2

ch
2cos

2 2 sh cos
2 2

х a
p z h

х ax h h z
h h

⎧ ⎡ π +
⎪ ⎢∂σ π⎪= −⎢⎨ π +∂ π⎢⎪ +⎢⎪ ⎣⎩

 

( )

( )2 2

ch
2

sh cos
2 2

х a
h

х a z
h h

⎫π − ⎤
⎪⎥⎪− ⎥⎬π − π ⎥⎪+ ⎥⎪⎦⎭

; (33) 

( )

( )2 2

sh
2cos

2 2 sh cos
2 2

х a
p z h

х az h h z
h h

⎧ ⎡ π +
⎪ ⎢∂σ π⎪= −⎢⎨ π +∂ π⎢⎪ +⎢⎪ ⎣⎩

 

( )

( )2 2

sh
2

sh cos
2 2

х a
h

х a z
h h

⎫π − ⎤
⎪⎥⎪− ⎥⎬π − π ⎥⎪+ ⎥⎪⎦⎭

. (34) 

Обозначив содержимое внешних скобок в 
(32, 33, 34) соответственно А1, В1, С1, компо-
ненты напряженного состояния упругого мас-
сива будут иметь вид: 

( )

( )

( )

1 1

1 1

1

;
2

;
2

.
2

х

y

xy

р pА h z B
h

р pА h z B
h

ph z C
h

⎫σ = − − ⋅ ⎪π ⎪
⎪σ = + − ⋅ ⎬

π ⎪
⎪

τ = − ⋅ ⋅ ⎪⎭

    (35) 

Компоненты смещений точек упругого массива 
от чистого формоизменения будут: 

        12
c с pU к B

h
=− ⋅ ⋅ ;  12

c с pW к C
h

=− ⋅ . (36) 

Вертикальные перемещения точек упругого 
массива от изменения его плотности могут 
быть определены путем интегрирования функ-
ции давления (32): 

( )
0 0

sh
2arctg

cos
2

х a
р hW к z

h

π +⎡
⎢

= −⎢ ππ ⎢
⎢⎣

∫  
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( )sh
2

cos
2

х a
harctg d z Cz
h

π − ⎤
⎥

− +⎥
π ⎥

⎥⎦

, (37) 

где С – произвольная интегрирования, которая 
определяется из граничных условий: z = 0, W0 = 
= 0. 

Задача № 5. Эта задача отличается от зада-
чи № 4 тем, что условия контакта упругого бес-
конечно простирающегося слоя ограниченной 
толщины с основанием допускают только вер-
тикальные смещения от чистого формоизмене-
ния. При этом граничные условия для функции 
давления будут следующими: 

1) при z = 0, 0 ( 0);cU
x

∂σ
= =

∂
 

2) при z = h и х≠0  0σ = ; 
3) при z = h и х= 0  σ = ∞ ; 
4) функция должна быть четной относи-

тельно координаты х и регулярной на беско-
нечности.  

Функция давления, удовлетворяющая этим 
условиям, может быть получена из решения (9) 
с ограниченной шириной массива, в котором 
выполним предельный переход → ∞ . Пред-
варительно запишем его в виде: 

огр
1

ch2 cos
2 ch

n
n

n n
n n

t tР х t t
h t

=∞

=

⋅
σ = ⋅ ⋅ ⋅ ∆

π ⋅∑ , 

где ( )2 1
2n
n

t
π −

= . 

При неограниченном возрастании ширины мас-
сива  суммирование заменяем интегрирова-
нием: 

огр
0

chlim cos
ch

Р z t x tdt
h t

∞

→∞

⋅
σ = σ = ⋅ ⋅

π ⋅∫ . 

Согласно [5] несобственный интеграл такого 
вида сходится к своему пределу: 

0

sin
shcos
sh 2 ch cos

xx dx
x

∞
πβ

β ⋅ π γα ⋅ = ⋅
πα πβγ ⋅ γ +
γ γ

∫ . 

Выполнив соответствующую подстановку, по-
лучим функцию давления: 

 
sin

2 ch cos

z
Р h

x zh
h h

π

σ = ⋅
π π

+
. (38) 

Для дальнейшего анализа решения и опре-
деления компонентов напряжений и деформа-
ций запишем частные производные полученной 
функции давления (38): 

- первые частные производные: 

2

2 2

sh sin

2
ch cos

x z
p h h

x h x z
h h

π π
∂σ ⋅ π

= − ⋅
∂ π π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

; 

2

2 2

1 ch sin

2
ch cos

x z
p h h

z h x z
h h

π π
+∂σ ⋅ π

= ⋅
∂ π π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

, 

- вторые частные производные: 

2
2 2

2 3 3

sin 1 sh ch cos

2
ch cos

z x x z
p h h h h

x h x z
h h

π π π π⎛ ⎞− + ⋅⎜ ⎟∂ σ ⋅ π ⎝ ⎠= −
∂ π π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

; 

2
2 2

2 3 3

sin 1 sh ch cos

2
ch cos

z x x z
p h h h h

z h x z
h h

π π π π⎛ ⎞− + ⋅⎜ ⎟∂ σ ⋅ π ⎝ ⎠=
∂ π π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

Можно убедиться, что функция (38) удовлетво-
ряет поставленным граничным условиям и яв-
ляется гармонической (сумма ее вторых част-
ных производных равна нулю), следовательно 
она обладает потенциалом. 

Подтверждением взаимной связи решений 
задач теории упругости является возможность 
предельного перехода от решения одной задачи 
к решению другой задачи. В связи с этим по-
пробуем перейти от функции давления (38) в 
данной задаче к функции давления при плос-
ком деформировании полупространства равно-
мерно распределенной вдоль бесконечной ли-
нии нагрузкой Р (Н/м). С целью удобства пере-
несем начало координат вертикально вверх на 
поверхность упругого бесконечно простираю-
щегося слоя. В новой координатной системе 
функция (38) будет представлена в виде: 

( )

( )
sin

2 ch cos

h z
Р h

h zh x
h h

π −

σ = ⋅
π −π

+
, 
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где координата z расположена в точке прило-
жения нагрузки и направлена вниз, а область ее 
изменения будет: 0h z≥ ≥ . 

Для перехода к функции давления в полу-
пространстве будем неограниченно увеличи-
вать толщину упругого слоя h → ∞ : 

( )

( )
sin 0lim

2 0ch cos
h

h z
Р h

h zh x
h h

→∞

π −

σ = ⋅ =
π −π

+
. 

Раскрытие неопределенности выполним по 
правилу Лопиталя. Для этого записываем пер-
вые производные по h  в числителе и знамена-
теле: 

( )

( )
2

2 2

cos 0lim .
2 0sh sin

h

h z x
Р h h

h zh x x x
h hh h

→∞

π − π
⋅

σ = ⋅ =
π −π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Поскольку неопределенность не раскрыта, за-
писываем вторые производные числителя и 
знаменателя: 

- производная числителя: 

( ) ( )2

2 3
2sin cos

h z h zz z
h hh h

π − π −π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

- производная знаменателя: 
2

2 3ch shx x x z
h hh h
π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − + ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( ) ( )2

2 3
4cos sin

h z h zz z
h hh h

π − π −π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ − + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

а после перехода к пределу имеем 

2 2
Р z

x z
σ = ⋅

π +
. 

Таким образом, путем предельного перехода 
мы получили функцию давления при нагруже-
нии поверхности полупространства нагрузкой, 
равномерно распределенной вдоль бесконечной 
линии [7], что подтверждает взаимосвязь реше-
ний и является их контролем. 

Компоненты напряженного состояния в 
данной задаче, в соответствии с условием (25), 
определяются зависимостями: 

       ( )2

2

sin

2 2ch cos
х

z
P h zР h

x zh h
h h

π
π −

σ = ⋅ −
π π

+
; (39) 

( )2

2

sin

2 2ch cos
z

z
P h zР h

x zh h
h h

π
π −

σ = ⋅ + ×
π π

+
 

2

1 ch cos

ch cos

x z
h h

x z
h h

π π⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠×

π π⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

;                      (40) 

 ( )2

2

sh sin

2 ch cos
xz

x z
P h z h h

x zh
h h

π π
⋅π −

τ = − ⋅
π π

+
. (41) 

Компоненты перемещений точек массива от 
чистого формоизменения с учетом ранее пред-
ложенных зависимостей [3] будут: 

2

2 2

sin

2
cos

c с

x zshP h hU к
h x zch

h h

π π
⋅π

= ⋅
π π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

; 

 
2

2 2

1 ch cos
.

2
ch cos

c с

x z
P h hW к

h x z
h h

π π⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟π ⎝ ⎠= − ⋅
π π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (42)  

Вертикальные перемещения точек массива от 
изменения его плотности определяются путем 
интегрирования (38): 

0 0 0
sin

2 ch cos

z d zР hW к d z С к x zh
h h

π

= σ⋅ + = =
π π

+
∫ ∫

0 ln ch cos
2
Р x zк C

h h
π π

= − + +
π

. 

Здесь С – постоянная интегрирования, которая 
определяется из граничных условий: при z = 0 

0 0W = , отсюда  

0 ln ch 1
2
P xС к

h
π

= +
π

, 

и тогда 

 0 0
ch cos

ln
2 ch 1

x z
Р h hW к x

h

π π
+

= −
ππ +

. (43) 
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В том случае, когда на поверхности беско-
нечно простирающегося упругого слоя ограни-
ченной толщины в данной задаче будет дейст-
вовать равномерно распределенная нагрузка р 
(Н/м2) по полосе бесконечной длины и посто-
янной ширины 2а, задача определения функции 
давления решается путем интегрирования (38) 
согласно рис. 5: 

( )
sin

2 ch cos

а

а

z dp h
xh z
h h

−

π
ε

σ =
π + ε π

+
∫ . 

После интегрирования и подстановки пределов 
получим: 

   ( )arctg th tg
2 2
х ap z

h h
⎡ ⎛ π + ⎞π

σ = −⎢ ⎜ ⎟π ⎢ ⎝ ⎠⎣
 

( )arctg th tg
2 2
х a z

h h
⎤⎛ π − ⎞π

− ⎥⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠⎦

. (44) 

Для определения компонентов напряжений 
и компонентов деформаций от чистого формо-
изменения запишем частные производные (44): 

( ) ( )

( )

3 2 4

4 4

4th sec tg
2 2 2

2 1 th tg
2 2

x a х a zhp h h h
x ax h z

h h

⎡ π + π + π
⋅⎢∂σ

= ⋅ − +⎢
π +∂ π⎢ + ⋅⎢⎣

    

( ) ( )

( )

4 2 3

4 4

4th sec tg
2 2 2

1 th tg
2 2

x a х a zh
h h h

x a z
h h

π − π − ⎤π
⋅ ⎥

+ ⎥
π − π ⎥+ ⋅ ⎥⎦

; (45) 

 

( )

( )

4 3 2

4 4

4th tg sec
2 2 2

2 1 th tg
2 2

x a z z
p h h h

x az h z
h h

⎡ π + π π
⋅⎢∂σ

= ⋅ − +⎢
π +∂ π⎢ + ⋅⎢⎣

 

 

( )

( )

3 2

4 4

4th tg sec
2 2 2

1 th tg
2 2

x a z z
h h h

x a z
h h

π − ⎤π
⋅ ⋅ ⎥

+ ⎥
π − π ⎥+ ⋅ ⎥⎦

. (46) 

Обозначив содержимое в квадратных скобках 
выражений (44, 45 и 46) соответственно А, В и 
D, запишем компоненты напряженного состоя-
ния: 

 

( )

( )

( )

;
2

;
2

,
2

х

z

xz

р pА h z B
h

р pА h z B
h

p h z D
h

⎫σ = ⋅ − ⋅ − ⋅ ⎪π ⎪
⎪σ = ⋅ + ⋅ − ⋅ ⎬

π ⎪
⎪

τ = ⋅ − ⋅ ⎪⎭

 (47) 

и компоненты смещений точек от чистого фор-
моизменения: 

 
;

2

.
2

c с с

c с с

pU к к В
х h

pW к к D
z h

∂σ ⎫=− = − ⋅ ⎪∂ ⎪
⎬∂σ ⎪= − = − ⋅
⎪∂ ⎭

 (48) 

Перемещения от изменения плотности упругой 
среды могут быть определены интегрировани-
ем: 

 0 pW A d z C= ⋅ +
π ∫ , (49) 

где С – постоянная интегрирования, которая 
находится из граничных условий. 

Задача № 6. В задачах № 4 и 5 были рас-
смотрены два предельные случаи граничных 
условий на контакте упругого массива с жест-
ким основанием: 

- контакт допускает только горизонтальные 
перемещения от чистого формоизменения; 

- контакт допускает только вертикальные 
смещения от чистого формоизменения. 

Если же условия на контакте могут допус-
кать как горизонтальные, так и вертикальные 
смещения от чистого формоизменения, т.е. 
полные сдвиговые смещения будут направлены 
под некоторым углом к нему, то решение такой 
задачи может быть комбинацией решений задач 
№ 4 и 5 подобно тому, как это было рассмотре-
но выше при решении задачи № 3. 

Вывод 

Подводя итог представленным выше реше-
ниям, отметим, что в обычной постановке, с 
применением обобщенного физического зако-
на, решений этих задач не получено, использо-
вание же предлагаемых физических зависимо-
стей приводит к расширению круга решаемых 
задач с одновременным более точным отраже-
нием самого явления деформирования.  
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