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МОНОМИАЛЬНЫЕ (1, 0, –1)-МАТРИЦЫ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА, 
ИЗОМОРФНЫЕ ГРУППЕ КВАТЕРНИОНОВ 

Розглядається множина прямих і протилежних елементів, які співставляються чотиривимірному орто-
нормованому базису. На цій кінцевій множині формується сукупність парних підстановок четвертої степені 
у вигляді добутку двох транспозицій. Кінцева множина підстановок представляється мономіальними  
(1, 0, –1)-матрицями четвертого порядку. Встановлюється ізоморфність групи кватерніонів і двох некомута-
тивних підгруп 8-го порядку. Досліджуються властивості чотирьох сукупностей базисних матриць, які від-
повідають кватерніонним матрицям. 

Рассматривается множество прямых и противоположных элементов, сопоставляемых четырехмерному 
ортонормированному базису. На этом конечном множестве формируется совокупность четных подстановок 
4-й степени в виде произведения двух транспозиций. Конечное множество подстановок представляется мо-
номиальными (1, 0, –1)-матрицами четвертого порядка. Устанавливается изоморфность группы кватернио-
нов и двух некоммутативных подгрупп 8-го порядка. Исследуются свойства четырех совокупностей базис-
ных матриц, соответствующих кватернионным матрицам. 

A set of direct and inverse elements are examined and compared with a four-dimensional orthonormal basis. The 
aggregate of even substitutions of fourth power as a product of two transpositions are formed on this finite set. The 
finite set of substitutions is represented by monomial (1, 0, –1)-matrices of fourth order. An isomorphism of quater-
nion group and two noncommutative subgroups of eighth order is determined. Properties of  four aggregates of basic 
matrices, corresponding to quaternion matrices, are examined. 

Введение 

В вычислительном эксперименте [1, 9] к 
форме представления алгоритмов предъявля-
ются специфические требования, удовлетво-
рить которые оказывается возможным удачным 
выбором переменных, новой организацией вы-
числительных процессов, обусловленной спе-
цификой этих переменных, применением мат-
ричного исчисления, в частности исчисления 
кватернионных матриц [7, 10, 11]. Элементы 
исчисления кватернионных матриц получили 
признание и применение не только в аналити-
ческой механике при построении математиче-
ских моделей, по существу заменяя векторное 
исчисление, но и оказались хорошо адаптиро-
ванным к современной технологии проведения 
вычислительного эксперимента по исследова-
нию нелинейной динамики сложных механиче-
ских систем в пространственном движении. 
При этом математические модели и соответст-
вующие им алгоритмы обретают симметрию, 
компактность, универсальность, что ускоряет 
программирование, отладку вычислительного 
процесса, обеспечивают удобства в работе, т.е. 
повышает производительность интеллектуаль-
ного труда [2, 3, 8]. 

Постановка задачи 

На множестве мономиальных (1, 0, –1)-мат-
риц [12] четвертого порядка, представляющих 
тождественные и четные подстановки четвер-
той степени на множестве элементов четырех-
мерного ортонормированного базиса и проти-
воположных элементов, найти некоммутатив-
ные подгруппы, изоморфные группе кватер-
нионов и составляющие базис совокупности 
четырех кватернионных матриц. Исследовать 
свойства базисных матриц. 

Решение задачи 

Известно, что кватернион определяется как 
гиперкомплексное число: 

0 0 1 1 2 2 3 3e a e a e a e a+ + +  

(используется также запись: 0 1 2 31a ia ja ka+ + + ), 
где 0 0e a ( 01a ) – скалярная, 1 1 2 2 3 3e a e a e a+ +  
( 1 2 3ia ja ka+ + ) – векторная часть кватерниона, 

0 1 2 3, , ,a a a a  – действительные числа, 
( )0 1 2 3, , , 1, , ,e e e e i j k  – элементы базиса. Здесь 

0e (1 ) – вещественная единица, 1 2 3, ,e e e  ( , ,i j k ) 
могут трактоваться как специальные кватер-
нионы (гиперкомплексные единицы), либо как 
базисные векторы трехмерного пространства 
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[5, 10]. Для элементов базиса пространства ква-
тернионов приняты специальные правила ум-
ножения [6]: 

2 2 2
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1 2 2 1 3

2 3 3 2 1

3 1 1 3 2

e e e e ;
;
;
;

e e e e e
e e e e e
e e e e e

= = = −

= − =

= − =

= − =

  

2 2 2 1;
;
;
.

i l k
ij ij k
jk kj i
ki ik j

⎛ ⎞= = = −
⎜ ⎟

= − =⎜ ⎟
⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟⎜ ⎟= − =⎝ ⎠

 

Множество, состоящее из восьми элементов 
0 1 2 3, , ,e e e e ,     0 1 2 3, , ,e e e e− − − − , 

       ( ) ( )1, , , , 1, , ,i j k i j k− − − −  (здесь 
знак минус служит различительным значком), 
составляет группу кватернионов с известной 
таблицей умножения [4].  

Рассматривается множество мономиальных 
(1, 0, –1)-матриц, содержащих в каждой строке 
и столбце в точности одну единицу или минус 
единицу. Находятся семь подгрупп восьмого 
порядка, из которых пять подгрупп являются 
Абелевыми, а две некоммутативными (табл. 1). 

Элементам базиса пространства кватернио-
нов сопоставляются элементы найденных не-
коммутативных подгрупп восьмого порядка. 
Приводятся варианты сопоставления элемен-
тов базиса пространства кватернионов и эле-
ментов полученных некоммутативных под-
групп (табл. 2). 

 

 

Таблица  1  

Таблицы умножения некоммутативных  
подгрупп порядка 8 
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Таблица  2  

Варианты сопоставления элементов базиса пространства кватернионов 
с элементами некоммутативных подгрупп порядка 8 

Элементы 
базиса 

Элементы подгрупп 

1
i
j
k
№

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 3 1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1 2 3 1 2 3 1 3 1 2

3 3 31 2 2 1 1 2 13 3 32 21

2 3 4 6 9 10 141 8 117 155 13 16*12

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A
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T R S R S T R S T R S T T R S T R S T R S R S T
R R RS T T S S T SR R RT TS 32 32 21 1 1
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Для каждой из двух некоммутативных под-
групп выбирается вариант сопоставления, 
удовлетворяющий критерию симметрии.  

Вводятся целесообразные обозначения на 
основе операции транспонирования (табл. 3).
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Таблица  3  

Мономиальные матрицы, эквивалентные элементам пространства кватернионов 

Элементы 
кватерниона Базисные матрицы Обозначения 

1 0

1 0 0 0
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0 0 1 0
0 0 0 1

A =  
0 0A E=  

i 1 1
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2 2 2 2,t t tR E T E= =  

-k 3 3

0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0

S R

−

− −
−

= =
 

3 3 3 3,t t tS E R E= =  

   

Эти обозначения отражают возможность 
преобразования базисных матриц применением 
вводимых операций транспонирования: полно-
го (перестановка всех строк и столбцов), внеш-
него (перестановка первой строки и столбца) и 
внутреннего (перестановка элементов, исклю-
чая первую строку и столбец). Из сравнения 
таблицы умножения группы кватернионов и 
таблиц умножения некоммутативных подгрупп 
восьмого порядка устанавливается их изо-
морфность (табл. 4). 

Кватерниону и сопряженному кватерниону 
сопоставляются четыре матрицы упорядочен-
ной структуры: 

0 1 2 3 0

0 1 2 3 1

20 1 2 3

30 1 2 3

t t t t t tt t

t t tt

t t tt

E E E EA a
E E E EA a

aE E E EA
aE E E EA

=  

Составленные четыре вида упорядоченных 
матриц, эквивалентных кватернионам, преобра-
зуются одна в другую применением предло-
женных операций полного, внешнего и внут-
реннего транспонирования. С помощью состав-
ленных таблиц умножения исследуются свой-
ства четырех совокупностей базисных матриц: 
находятся аддитивно обратные, мультиплика-
тивно обратные, ортогональные, кососиммет-
ричные матрицы, устанавливаются коммута-
тивные произведения, правила полного, внеш-
него и внутреннего транспонирования произве-
дений. 

Выводы 

Найдены две некоммутативные подгруппы 
на множестве мономиальных (1, 0, –1)-матриц 
четвертого порядка, изоморфные группе ква-
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тернионов и составляющие базис введенной 
совокупности четырех кватернионных матриц. 
Введенные кватернионные матрицы удовлетво-
ряют критерию упорядоченности, симметрии, 
что позволяет применить к ним операции 
внешнего, внутреннего и полного транспони-
рования. На основе составленных таблиц ум-

ножения базисных матриц определены адди-
тивно-обратные, мультипликативно-обратные, 
ортогональные, кососимметричные матрицы, а 
также установлены коммутативные произведе-
ния и правила внешнего, внутреннего и полно-
го транспонирования рассмотренных произве-
дений. 

Таблица  4  

Таблица умножения базисных матриц, соответствующих кватерниону и сопряженному кватерниону 
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