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КОЛЕБАНИЯ МНОГОЯРУСНЫХ И МНОГОПРОЛЕТНЫХ 
РЕГУЛЯРНЫХ РАМ 

Наведено точні аналітичні рішення для вільних згинальних коливань багатоярусних і багатопрогонових 
регулярних рам з урахуванням інерції обертання, зсувів, статичних подовжніх сил. Аналогічні результати 
отримано для сумісних коливань багатошарових пересічних балок, що моделюють просторові рамні каркаси 
з довільною кількістю прогонів у кожному з напрямів. 

Приведены точные аналитические решения  для свободных изгибных колебаний многоярусных и много-
пролетных регулярных рам с учетом инерции вращения, сдвигов, статических продольных сил. Аналогич-
ные результаты получены для совместных колебаний многослойных пересекающихся балок, моделирующих 
пространственные рамные каркасы с произвольным числом пролетов в каждом из направлений. 

Exact analytical decisions are presented for free flexing vibrations of multiple-deck and multiple-bay regular 
frames taking into account inertia of rotation, shifts, and static longitudinal forces. Analogical results are obtained 
for the joint vibrations of multilayer intersecting beams modeling spatial frame carcasses with arbitrary quantity of 
spans in every direction. 

Применение автоматных и топологических 
методов позволяет получить решение для со-
вместных колебаний нерегулярных многоярус-
ных плоских рам и пространственных рамных 
каркасов [1]. При этом каждый пролет и ярус 
рамы учитываются со своими геометрически-
ми, жесткостными и массовыми характеристи-
ками, что усложняет составление и решение 
уравнений. Некоторые упрощения можно по-
лучить для регулярных конструкций, совер-
шающих один из видов колебаний с использо-
ванием метода деформаций и конечных триго-
нометрических рядов [2, 3]. 

Исследуем изгибные колебания многоэтаж-
ной рамы, имеющей одинаковые размеры про-
летов (ригелей) 1, 2, …, p  и высоты колонн 
(стоек) 1, 2, …, n  (рис. 1). 

Для одноярусной регулярной рамной систе-
мы запишем уравнение частот с учетом инер-
ции вращения, сдвигов, статических продоль-
ных сил в ригеле и стойках рамы, приведенные 
в работе [4]: 
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Значение функции ( )2 2 2,i if a d  определяется 
аналогично (3). Остальные обозначения  приве-
дены в работе [5]. 

Из уравнения (1) при 2 0µ →  несложно по-
лучить выражение для неразрезной регулярной 
балки с опорами, упругими относительно угло-
вых перемещений жесткостью 1 2y yq EJ h= : 
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Т.к. стойки по каждой линии их пересечения 
являются равноупругими опорами для ригелей 
и соответственно ригели – для стоек, то можно 
записать ( 1p − ) и ( 1n − ) частотных уравне- 
ний (4) для каждого из направлений x , z . 

Для составления частотного уравнения дос-
таточно приравнять амплитуды углов поворота 
ригелей и стоек рамы в местах их пересечения. 
Условие равенства угловых перемещений в уз-
лах рамы через соответствующие жесткости 
упругих связей запишется как  
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Входящие в (5) суммы жесткостей упругих 
связей определим из уравнения (4): 
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Рис. 1. Регулярная многоярусная и многопролетная рама 
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Если происходит изгиб ригелей, то угловые 
перемещения стоек в узловых сечениях будут 
возникать под действием узловых реакций, 
действующих в обратном направлении: 
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i , j  – порядковые номера формы колебаний. 
После подстановки в выражение (5) значе-

ний (6), (7) с учетом обозначений (2), (3), (8) 
частотное уравнение по формам колебаний 
примет вид: 
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Если не учитывать перечисленные выше 
факторы, при 1 1 1 1 1i i i i ia d k f= = = = λ , 
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уравнение (9) упростится: 
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где функции V , A , G  соответствуют выраже-
ниям [6] с индексами, относящимися к ригелям 

или стойкам рамы, 1i i
p
π
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n
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Т.к. в трансцендентном уравнении (10) ко-
личество пролетов представлено как отдельный 
параметр, то трудоемкость по отысканию его 
корней при любом количестве ригелей и стоек, 
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а также сочетании форм колебаний остается 
одинаковой. 

Например, для многоярусной рамы с числом 
пролетов p  при 1 2l l= , 1 2µ = µ , 1i j= =  на 
рис. 2 приведены графики изменения частотно-
го параметра 1λ  в зависимости от величины 
отношения изгибных жесткостей ригеля и стоек 
рамы. Для таких систем возможно также по-
строение частотных поверхностей с различны-
ми значениями /i p  и /j n . 

В предположении, что в каждом узле пере-
секающихся стержней поставлены дополни-
тельно упругие связи жесткостью 12q , условие 
(5) преобразуется к виду 
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Рис. 2. Значения 1λ  для рамы с произвольным числом пролетов p , n  

После подстановки (6), (7) в равенство (11) 
приходим к выражению: 
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жесткости упругих связей.  
Без учета инерции вращения, сдвигов и про-

дольных сил в стержнях рамы уравнение (12) 
преобразуется к виду 
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Для учета дополнительных сосредоточен-
ных масс m  в узловых точках необходимо вме-
сто 12q  подставить значение ( 2

12 ym ijq J− ω ), где 

ymJ  – момент инерции сосредоточенной массы 
относительно оси y . 

Переходя к пределу (13) при 1µ , 2 0µ →  

( )1 2, 0i jλ λ → , 12 0q = , получим решение для 

дискретной рамной системы с массами, сосре-
доточенными в узлах 
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из которого получаем выражение для круговой 
частоты в явной форме 
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Аналогичный расчет может быть проведен с 
учетом сдвигов и продольных сил. 

Уравнение устойчивости для многоярусной 
и многопролетной регулярной рамы получим из 
выражения (9), полагая, что при 0ijω → ,  

1iλ , 2 0jλ →  согласно [5] 1 1 0i if d= = ; 

2 2 0j jf d= = , 1 1 12i ik a s= = ; 2 2 22j jk a s= =  
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Уравнения (9), (12), (16) позволяют непо-
средственно перейти к решению различного 
рода частных задач, вытекающих из основной 
расчетной схемы [7], оценить влияние на часто-
ты свободных колебаний количества ярусов и 
пролетов рамы, инерции вращения, сдвигов, 
продольных сил, а также определить границы 
критического соотношения жесткостей ригелей 
и стоек под действием сжимающих сил и при 
потере устойчивости. 

Значительные упрощения можно также по-
лучить для регулярных конструкций, представ-
ленных в виде пространственных рамных кар-
касов. Так, для изгибно-крутильных колебаний 
используем уравнение (13), описывающее из-
гибные колебания многоярусных и многопро-
летных регулярных рам в плоскости xy  в пред-
положении, что в каждом узле пересекающихся 
стержней поставлены дополнительные упругие 
связи жесткостью kq . Уравнение (13) позволяет 
перейти к системе многослойных пересекаю-
щихся балок с одинаковыми граничными усло-
виями, связанными между собой в узловых 
точках линейно-упругими безинерционными 
связями, моделирующими стержни-стойки, с 
эквивалентной крутильной жесткостью kq . 

Используя подобие форм изгиба всех k  
слоев ( 1, 2,..., 1k p= − ) пересекающихся балок 
системы, можно определить нормальные фор-
мы колебаний аналогично решению [8, 9] для 
одномерных многослойных балок. Тогда урав-
нения колебаний для любого уровня балок сис-
темы приводятся к виду: 
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где kα  – коэффициент распределения ампли-
туд, , 1k kq +  – жесткость соответствующей упру-
гой связи, расположенной между k -тым и  
( 1k + )-м уровнями балок. 

В результате для системы, состоящей из 
( 1p − ) уровней пересекающихся балок, полу-
чим систему из ( 1p − ) трансцендентных час-
тотных уравнений (17), позволяющих найти все 
( 2p − ) неизвестных соотношений амплитуд 

kα  ( 1α  принимается равным единице) и круго-
вую частоту ijω  для каждой формы колебаний. 

Таким же образом поступаем и для изгибно-
продольных колебаний. В этом случае для лю-
бого уровня балок системы преобразуем урав-
нение [10], полученное для изгибных колеба-
ний регулярной системы пересекающихся ба-
лок из плоскости xy  
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В уравнениях (17), (19) индексы x , y , z , i , 
j  опущены. 
Для примера на рис. 3 приведены частотные 

поверхности изменения параметра 1kλ  первой 
зоны сгущения для многослойных пересекаю-
щихся балок с одинаковыми геометрическими, 
инерционными и жесткостными характеристи-
ками, относительной жесткостью промежуточ-
ных упругих связей 7,25kc′ = , произвольным 
числом пролетов в обоих направлениях, раз-
личными значениями порядковых номеров 
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форм колебаний i , j  и количеством слоев 
1; 3; 50k = . 
Можно отметить относительно высокую 

плотность полученного спектра частот, особен-
но при количестве слоев пересекающихся балок 
большем трех. 

Распределенные массы стоек учитываются в 
виде сосредоточенных масс km , расположен-
ных в узловых точках пересекающихся балок. 

При этом вместо значений жесткостей kq  и kc  

необходимо подставить значения ( 2
kk zm ijq J− ω ) 

и ( 2
k k ijc m− ω ). 
Для учета в балках каждого из направлений 

инерции вращения, деформации сдвига, стати-
ческих продольных сил вместо уравнения (17) 
необходимо использовать уравнение (12). 

 
Рис. 3. Значения 1kλ  для многослойных пересекающихся балок 

Полученные зависимости с использованием 
соотношений [11] позволяют перейти к расчету 
квазирегулярных и нерегулярных стержневых 
систем. В последующих исследованиях пред-
полагается также учесть силы неупругого со-
противления. 
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