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РАСПРЕДЕЛЕННАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ PDE-МОДЕЛЬ 

ПРОГРАММНОГО УПРАВЛЕНИЯ ЗАГРУЗКОЙ 

ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ОБОРУДОВАНИЯ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ 

ЛИНИИ 

Цель. В работе необходимо рассмотреть проектирование системы управления параметрами производ-

ственной линии для предприятия с поточным методом организации производства. Методика. Производ-

ственная линия предприятия с поточным методом организации производства – это сложная динамическая 

распределенная система. Технологический маршрут изготовления изделия для многих современных пред-

приятий содержит несколько сотен технологических операций, в межоперационном заделе каждой из кото-

рых содержатся тысячи изделий, ожидающих обработку. Технологические маршруты разных деталей одно-

го вида изделий пересекаются. Это приводит к тому, что распределение предметов труда вдоль технологи-

ческого маршрута оказывает значительное влияние на пропускную способность производственной линии. 

Для описания таких систем введен новый класс моделей производственных линий (PDE-model). Модели 

этого класса используют уравнения в частных производных для описания поведения потоковых параметров 

производственной линии. В данной статье построена PDE-модель производственной линии, потоковые па-

раметры которой зависят от величины коэффициента загрузки технологического оборудования для каждой 

операции. Результаты. Авторы получили оптимальное управление потоковыми параметрами производ-

ственной линии, в основу которого положен алгоритм изменения коэффициента загрузки технологического 

оборудования производственной линии. В качестве базового нормативного режима функционирования по-

точной линии рассмотрен односменный режим работы. Для моделирования работы технологического обо-

рудования после смены использована обобщенная функция Дирака. Научная новизна заключается в разра-

ботке метода проектирования систем управления параметрами производственной линии предприятий с по-

точным методом организации производства, основанного на PDE-модели объекта управления. Авторы 

предложили метод построения оптимального управления параметрами поточной линии через управление 

коэффициентом загрузки технологического оборудования. При проектировании системы управления поточ-

ная линия представлена динамической системой с распределенными потоковыми параметрами. 

Практическая значимость. Предложенный метод проектирования системы управления потоковыми пара-

метрами производственной линии может быть положен в основу проектирования высокоэффективных си-

стем управления потоковыми параметрами производства для предприятий по изготовлению полупроводни-

ковой продукции автомобильной отрасли. 

Ключевые слова: конвейер; производственная линия; PDE-модель производства; системы управления 

производством; незавершенное производство; массовое производство 

Вступление 

На поточной линии предприятия требуется 

обработать партию изделий за производствен-

ный цикл минимальной продолжительности [8]. 

Для технологического процесса определены: 

а) последовательность операций и их техно-

логические параметры; 

б) оборудование, необходимое для выполне-

ния операции, параметры его работы и схема 

расстановки; 

в) свойства предмета труда и законы пере-

носа ресурсов на предметы труда в результате 

воздействия оборудования. 

Предполагается, что технология производ-

ства за время производственного цикла не ме-

няется, т. е. параметры, характеризующие опе-
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рацию, остаются неизменными. Продолжи-

тельность смены задана, составляет восемь ча-

сов. Сокращение длительности производствен-

ного цикла возможно за счет изменения режима 

загрузки оборудования. Величину загрузки 

оборудования при обработке партии изделий 

будем характеризовать коэффициентом смен-

ности работы оборудования в течение суток 

. Полагаем, что стоимость одного часа ра-

боты оборудования является разной для каждой 

операции и зависит от времени суток. Потоко-

выми параметрами модели управляемого про-

изводственного процесса в двухмоментном 

описании являются межоперационные заделы, 

характеризующиеся плотностью    
0

,t S , 

и темп движения предметов труда    
1

,t S

по технологическому маршруту [1, 9, 10, 11]. 

Для описания поведения потоковых параметров 

в пространстве и времени используем одномер-

ное координатное пространство  ,t S  [2, 6].

Координата S  определяет место предмета труда 

в технологическом маршруте. Введенное одно-

мерное координатное пространство  ,t S  поз-

воляет построить компактные, качественно обо-

зримые модели управления параметрами поточ-

ной линии. Разобьем координатную ось 0S  на 

отрезки  1,m m mS S S  . Координаты 1mS 

и mS  характеризуют начало и окончание m -ой 

операции, 1..m M . При этом полагаем, 

что 0 0S  , M dS S , где dS  – себестоимость 

продукции. Пусть функция  ,c mz t S  определя-

ет стоимость сверхнормативных затрат ресур-

сов, необходимых для использования дополни-

тельного оборудования в течение одного часа на 

m -ой операции. Зависимость функции 

 ,c mz t S от времени подразумевает то, что 

в течение производственного цикла стоимость 

сверхнормативных затрат ресурсов, необходи-

мых для выполнения операции на дополнитель-

ном оборудовании, может меняться во времени. 

Под использованием дополнительного оборудо-

вания понимаем использование резервного обо-

рудования требуемое время или основного обо-

рудования в дополнительное время (коэффици-

ент сменности 3SmK  ) [5]. Одним из подходов, 

позволяющим синхронизировать производи-

тельность обработки предметов труда на разных 

операциях поточной линии, является использо-

вание основного оборудования в дополнитель-

ное время между основными технологическими 

сменами (управление коэффициентом сменно-

сти технологического оборудования для задан-

ной технологической операции). Если в качестве 

оси времени пространства состояний выбрать 

отработанное оборудованием время при однос-

менном режиме работы, то состояние заделов 

в течение промежутка между моментом оконча-

ния смены и началом другой смены в случае ис-

пользования основного оборудования в течение 

второй и третьей смены будет меняться скачко-

образно на величину обработанных изделий 

в течение второй и третьей смены. 

Введем плотность распределения стоимости 

сверхнормативных затрат технологических ре-

сурсов, требуемых для выполнения работ на 

дополнительном оборудовании в течение часа, 

для технологического маршрута на интервале 

 0, dS  (рис. 1): 

   
1

, , ;
m

m

S

z c m

S

t S dS z t S



  

     
1

1 10

, , , .
d m

m

S SM M

z z c m

m mS

t S dS t S dS z t S 


 

     

Введем функцию  ,W t S , характеризую-

щую работу дополнительного оборудования 

(основного оборудования во вторую или тре-

тью смену, коэффициент сменности 1SmK  ). 

Определим 

 
2

1

,

t

t

W t S dt

как количество отработанных дополнительным 

оборудованием (расположенным в окрестности 

координаты  технологического маршрута) ча-

сов за промежуток времени  2 1t t t   . В ре-

зультате включения дополнительного оборудо-

вания, обеспечивающего обработку предметов 

труда во вторую и третью смену с темпом, рав-
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ным темпу работы основного оборудования 

   
1

,t S


 , общий темп движения предметов 

труда в точке технологического маршрута  

с координатой S  увеличивается на величину 

     
1

, ,t S W t S
  . За время  2 1t t t    ра-

боты дополнительного оборудования через 

точку технологического маршрута с координа-

той S  пройдет дополнительный поток предме-

тов труда общим количеством 

      
2

1

1
, ,

t

t

t S W t S dt
   

единиц. Стоимость сверхнормативных затрат, 

необходимых для обеспечения работы допол-

нительного оборудования, расположенного на 

участке  1,m m mS S S   и используемого для 

выполнения m -ой операции за длительность 

производственного цикла dT , определяем инте-

гралом: 

    
10

, ,
d m

m

T S

z

S

W t S t S dSdt 



  .   

Общая стоимость cbC  сверхнормативных 

затрат технологических ресурсов за время про-

изводственного цикла dT  может быть рассчи-

тана как: 

      
0 0

, ,
d dT S

cb d zC T W t S t S dSdt    .  

Цель 

Построение системы управления потоковы-

ми параметрами производственной линии, ко-

торая базируется на управлении коэффициен-

том сменности функционирования технологи-

ческого оборудования. 

Методика 

Производственная линия предприятия с по-

точным методом организации производства 

рассмотрена как динамическая распределенная 

система. Технологический маршрут изготовле-

ния изделия для многих современных предпри-

ятий содержит несколько сотен технологиче-

ских операций, в межоперационном заделе 

каждой из которых содержатся тысячи изделий, 

ожидающих обработку. Технологические 

маршруты разных деталей одного вида изделий 

пересекаются. Это приводит к тому, что рас-

пределение предметов труда вдоль технологи-

ческого маршрута оказывает значительное вли-

яние на пропускную способность производ-

ственной линии. Для описания таких систем 

введен новый класс моделей производственных 

линий (PDE-model). Модели этого класса ис-

пользуют уравнения в частных производных 

для описания поведения потоковых параметров 

производственной линии. В данной статье по-

строена PDE-модель производственной линии, 

потоковые параметры которой зависят от вели-

чины коэффициента загрузки технологического 

оборудования для каждой операции. Для опи-

сания распределенной динамической системы 

использована PDE-модель поточной линии [1, 

9–14]. При этом рассмотрен в качестве базового 

режима функционирования односменный ре-

жим работы производственного предприятия. 

Результаты 

Параметры линии для непрерывного поточ-

ного производства с достаточно большим ко-

личеством операций удовлетворяют системе 

балансовых уравнений: 

 
       

0 1
, ,

0
t S t S

t S

  
 

 
, (1) 

        
1 1

, ,t S t S


  .  

Нормативный темп    
1

,t S


  обработки 

предметов труда для поточной линии является 

заданным в каждой точке технологического 

маршрута и для каждого момента времени. Па-

раметрами модели управляемого производ-

ственного процесса в двухмоментном описании 

являются межоперационные заделы, характери-

зующие плотностью    
0

,t S  распределения 

предметов труда вдоль технологического 

маршрута, и их темп движения    
1

,t S  [8]. 

Управление величиной потоковых параметров 

   
0

,t S ,    
1

,t S  осуществляем путем ре-
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гулирования места включения в технологиче-

ском маршруте дополнительного оборудования 

и длительности его включения (изменение ко-

эффициента сменности функционирования 

технологического оборудования, 1SmK  ). 

 
Рис. 1. Плотность распределения  ,z t S  

Fig. 1. Distribution density  ,z t S   

Управляющая функция  

    , ,U t S W t S   

определяет величину длительности включения 

дополнительного оборудования в указанном 

месте технологического маршрута с координа-

той S  в момент времени qt t , где qt  – время 

окончания q -ой смены ( 1,2,3...q  ). Интервал 

планирования для рассматриваемой линии ра-

вен интервалу протяженности трех смен (суто-

чный интервал планирования) при односмен-

ном режиме работы основного оборудования.  

В качестве дополнительного использовано ос-

новное оборудование 1SmK  , обрабатывающее 

предметы труда во вторую и третью смену  

с темпом    
1

,t S


 . 

Поведение параметров    
0

,t S ,    
1

,t S  

поточной линии ограничено начальными усло-

виями распределения предметов труда по тех-

нологическому маршруту и целью управления: 

        
0 00

0,S S  , 

        
0 0

,
d

d T
T S S  , 

а также граничными условиями, определяю-

щими поступление со склада сырья, материалов 

на первую операцию и выход готовой продук-

ции с последней операции: 

 0 0[ ] ( ,0) [ ] ( )St t  , 

 1 1[ ] ( ,0) [ ] ( )St t  . 

В отсутствие включения дополнительного 

оборудования параметры    
0

,t S ,    
1

,t S , 

   
1

,t S


  в момент qt  окончания q -ой смены 

и начала ( 1)q  -ой смены являются непрерыв-

ными функциями времени t  с непрерывными 

производными n -го порядка: 

        0 0
, ,q qt S t S   , 

 
       0 0

, ,n n
q q

n n

t S t S

t t

   


 
, 

        1 1
, ,q qt S t S   , 

 
       1 1

, ,n n
q q

n n

t S t S

t t

   


 
, 

        1 1
, ,q qt S t S

 
   , 

 
       1 1

, ,n n
q q

n n

t S t S

t t

 
   


 

. 

Обозначения qt   и qt   означают, что функ-

ции    
0

,t S ,    
1

,t S ,    
1

,t S


  рассмат-

ривают в бесконечно малой окрестности слева 

и справа от qt . Полагаем, что нормативные па-

раметры, характеризующие операцию в тече-

ние производственного цикла dT , остаются 

неизменными во времени, т. е.: 

        
1 1

,
q

t S S


  . 

Принимая это во внимание, система уравне-

ний (1) может быть проинтегрирована: 

        
   

1

0 0
, 0,

q
S

t S S t
S


 


 


, 
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            
1 1 1

, ,
q

t S t S S


    . (2) 

Рис. 2 демонстрирует увеличение плотности 

межоперационных заделов для технологиче-

ской m -ой операции в течение продолжитель-

ности цикла dT  для случая, когда отсутствует 

включение дополнительного оборудования во 

вторую и третью смену при 

 
   

1
0

m

q

S S

S

S









. 

При этом темп обработки деталей на техно-

логической операции будем считать постоян-

ным в течение времени (рис. 3). Средняя вели-

чина суточного темпа может быть изменена  

в зависимости от значения коэффициента 

сменности технологического оборудования. 

Значение времени qt  соответствует времени 

окончания выполнения работ в q -ю смену при 

односменном режиме работы основного обору-

дования (продолжительность рабочей смены): 

  1 8q q qt t t      (ч). 

Количество межоперационных заделов  

в момент времени, соответствующий окончанию 

работ в q -ю смену, равно их количеству на 

начало работ  1q  -ой смены (2) (рис. 2). 

 

Рис. 2. Величина плотности    
0

,t S  без 

включения дополнительного оборудования 

Fig. 2. The value of the density    
0

,t S  without 

involvement of the additional equipment 

 

Рис. 3. Величина темпа    
1

,t S  без включения 

дополнительного оборудования 

Fig. 3. The value of the rate    
1

,t S  without  

involving the additional equipment 

Увеличение со временем плотности межопера-

ционных заделов приведет к переполнению ем-

кости межоперационного накопителя, находя-

щегося в точке технологического маршрута, 

определенной координатой MS , и в конечном 

итоге, к переполнению накопителей на участке 

 0, mS  технологического маршрута с последу-

ющей остановкой производственной линии. 

Детально условия возникновения процесса 

переполнения накопителей и исследование эво-

люции его развития для участка  0, mS  техно-

логического маршрута изложено в [2, 7, 10, 13]. 

Для обеспечения бесперебойной работы по-

точной линии необходимо синхронизировать 

темп обработки предметов труда на отдельных 

операциях в пределах интервала времени ме-

жду началом qt -ой и началом 1qt  -ой рабочей 

смены. Одним из распространенных методов 

синхронизации производственной линии в пре-

делах интервала 1-й, 2-й и 3-й смены является 

условие  

   
1

11
1

1
,

q

q

t

m

q q t

t S dt
t t 










   

   
1

1
1

1
, ,

q

q

t

m

q q t

t S dt const
t t 






 
   
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определяющее равенство суточных темпов об-

работки изделий на смежных технологических 

операциях для разных значений времени прои-

зводственного цикла. 

Дополним уравнения (1) управляющей фун-

кцией  ,U t S : 

       
10

, q
St S

t S

 
 

 
 

      1
,

q
S U t S

S

 


, (3) 

        , , , qU t S W t S W t S t t      , 

 8qt q час  ,     , 8qW t S час , 

определяющей длительности включения обо-

рудования в позиции S  в момент времени ме-

жду окончанием q -ой и началом  1q  -ой 

смены ( 1,2,3...q  ). 

Управление потоковыми параметрами осу-

ществляемое в результате использования допо-

лнительного оборудования в момент времени 

qt  между окончанием q -ой смены и началом 

 1q  -ой смены, определено через дельта-

функцию Дирака  qt t   [3, 4]. 

Уравнение для изменения плотности межо-

перационных заделов (3) может быть проинтег-

рировано по времени: 

       
   

1

0 0
, 0,


  


  



q
S

S S t
S

 

      1
1

,








k

qq
q

S W t S
S

, (4) 

 

где моменты времени пополнения межопера-

ционных заделов поточной линии 

 1 2 10 ... ...q q kt t t t t          (ч) 

при продолжительности работы дополнитель-

ного оборудования 

 

        1 2, , , ,..., , ,..., ,q kW t S W t S W t S W t S (ч) 

Моменты времени пополнения  и дли-

тельность работы дополнительного оборудова-

ния  , 8qW t S  (ч) зависят от выбора управле-

ния. Общее количество предметов труда в ме-

жоперационном заделе технологической опера-

ции, ограниченной координатами 

технологического маршрута 1mS   и mS , есть 

величина: 

        
1

0 0
, 0,

m

m

S

S

S S dS  



   

        11 1m mq q
S S       

            1 11 1
1

, , ,
k

m q m m q mq q
q

S W t S S W t S   



     

где         
1

0 0
, 0,

m

m

S

S

S S dS  



  (шт.) – изме-

нение задела m -ой операции за время  (ч); 

   11 mq
S   (шт.) – количество предметов 

труда, которое поступило на m -ую операцию  

с  1m  -ой за время  (ч);    
1 mq

S   (шт.) – 

количество предметов труда, которое ушло  

с m -ой операции на  1m  -ую за время  (ч); 

     1 11
,m q mq

S W t S    (шт.) – количество 

предметов труда, которое поступило на m -ую 

операцию с  1m  -ой в результате работы до-

полнительного оборудования в течение време-

ни  1,q mW t S   между началом q -ой и началом 

 1q  -ой смены;      1
,m q mq

S W t S  (шт.) – 

количество предметов труда, которое ушло  

с m -ой операции на  1m  -ую в результате 

работы дополнительного оборудования в тече-

ние времени  ,q mW t S  (ч) между началом  

q -ой и началом  1q  -ой смены. 
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Рис. 4. Величина плотности    
0

,t S  при 

включении дополнительного оборудования 

Fig. 4. The value of the density    
0

,t S  involving 

the additional equipment 

 

Рис. 5. Величина темпа    
1

,t S  при включении 

дополнительного оборудования 

Fig. 5. The value of the rate    
1

,t S  involving the 

additional equipment 

На рис. 4 и 5 представлено поведение пото-

ковых параметров при наличии управляющих 

воздействий, которые обеспечиваются включе-

нием или выключением дополнительного обо-

рудования. Показаны разрывы функции 

   
0

,t S  в моменты времени qt . Разрыв 

функции    
0

,t S , соответствующий вели-

чине      1
,qq

S W t S , определяется работой 

дополнительного оборудования производи-

тельностью    
1

,
q

t S , включенного между qt  

и 1qt   сменой для обработки предметом труда 

на время  ,qW t S . 

В достаточно общем виде задача построения 

оптимальной программы для управления пото-

ковыми параметрами    
0

,t S ,    
1

,t S  при 

использовании дополнительного оборудования 

может быть сформулирована следующим обра-

зом: определить состояние параметров 

    00
,S G   ,     11

,S G    для каждой точ-

ки  0, dS S  маршрута в течение промежутка 

времени  0, dt T  при управлении 

 , UU t S G   длительностью работы дополни-

тельного оборудования 

        , , , qU t S W t S W t S t t      , 

  8qt q час  , 

доставляющих минимум функционалу 

      
0 0

, , min
d dT S

cb d zC T W t S t S dSdt     , (5) 

при дифференциальных связях 

 
              110

,, qq
S U t SSt S

t S S

  
 

  
, 

при ограничениях вдоль траектории на фазовые 

переменные    
0

,t S , определенные емко-

стью накопителей 

            
0

0 ,t S ,        
0 0

,
G

t S S  , 

при ограничениях вдоль траектории на управ-

ление [6] 

     
0.5

0.5

0 , 8

q q

q q

t t

G

t t

U t S dt U S 

 

 

    (ч/смена),  (6) 

0qt  ,  0 ,U t S , 

начальных условиях  

        
0 00

0,S S  , 

конечном состоянии (цель управления)  
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        
0 0

,
d

d T
T S S    

и граничных условиях 

      
1 1

,0 (0)
q

t  , 

        
1 1

, d dq
t S S  , 

где 8qt q   – время окончания q -ой рабочей 

смены;  qt t   – дельта функция. Управление 

осуществляется в интервале времени между 

сменами 

1 20 ... ...   q dt t t t , 0 qt . 

Управление  ,U t S  следует понимать как 

некоторый импульс, являющийся идеализацией 

достаточно большого по величине обычного 

управления в течение смены, сосредоточенного 

в окрестности точки qt  [3]. Значение функции 

 ,U t S  в момент времени  задает количество 

часов работы дополнительного оборудования  

в месте технологического маршрута с коорди-

натой S . Условие (6) для разных участков 

маршрута записано в предположении того, что 

длительность работы дополнительного обору-

дования не может превышать длительности 

технологической смены, равной восьми часам. 

Темп обработки предметов труда вдоль тех-

нологического маршрута есть заданная функ-

ция 

      
1 1q q

S    

от координаты . Темп движения предметов 

труда 

       
1 1

,0 0
q

t  , 

поступающих в виде заготовок сырья и матери-

алов на поточную линию, и темп 

        
1 1

, d dq
t S S   

готовых деталей, выходящих с последней опе-

рации, не зависят от времени, согласованы  

с планом снабжения производственного участ-

ка сырьем и планом отгрузок готовой продук-

ции. Функционал (5) определяет критерий ка-

чества управления потоковыми параметрами за 

время производственного цикла dT , отражает 

сверхнормативные затраты по всем технологи-

ческим операциям, связанным с использовани-

ем дополнительного оборудования. При этом 

предполагается, что стоимость часа работы до-

полнительного оборудования задана разной для 

каждой операции и зависит от времени, опре-

делена функцией  ,z t S . При определении 

оптимальной программы управления считаем, 

что интервалы между сменами примыкают друг 

к другу. Предполагаем, что основное оборудо-

вание в течение рабочей смены работает непре-

рывно. Для обеспечения условий непрерывно-

сти потока предметов труда по технологиче-

скому маршруту 

        
0 0

, 0
G

S t S   ,  

управление работой дополнительного оборудо-

вания необходимо производить таким образом, 

чтобы в течение смены в интервале 1,q qt t t 
    

основное оборудование функционировало 

непрерывно. Строгое равенство 

        
0 0

,
G

S t S    

и 

    
0

, 0t S  , 

соответствующее заполнению предметами тру-

да накопителя и опустошению его, допускается 

только в интервале времени 

 ,
2 2

q q

q q

t t
t t t

  
   
 

,  0qt  . 

Проинтегрировав уравнения баланса в ука-

занном интервале времени, получим: 

   10 0
, ,

2 2

q q

q q

t t
t S t S 

    
      

   
, 

   
     

2
1

1

2

8 ,

q
q

q
q

t
t

q

q
t

t

S
S U t S dt

S S











 
 

    
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что позволяет записать условие недопустимости 

переполнения межоперационного накопителя 

     
   

1

0 0
, 8

2

q q

qG

St
S t S

S


 

 
    

 
 

     
2

1

2

, 0

q
q

q
q

t
t

q
t

t

S U t S dt
S










 
   

и условие недопустимости опустошения межо-

перационного накопителя 

 
   

1

0
, 8

2

q q

q

St
t S

S




 
   

 
 

     
2

1

2

, 0.

q
q

q
q

t
t

q
t

t

S U t S dt
S










 
   

Функция    0
,qt S  определяет распреде-

ление предметов труда по технологическому 

маршруту в момент времени qt t , соответ-

ствующий началу q -ой смены. Управление 

 ,U t S  при ограничениях на фазовые пере-

менные и при ограничениях на управление, 

обеспечивает достижение цели управления при 

минимальном значении интеграла (5) и при за-

данных дифференциальных связях, является 

оптимальной программой для потоковых пара-

метров производственной линии. В отсутствие 

управления уравнение связей имеет вид (1). 

Изменение количества предметов труда на 

участке поточной линии в пределах операции 

возможно только за счет поступления предме-

тов труда с предыдущей операции и ухода их 

на последующую в результате технологической 

обработки. Слагаемое  

 
      1

,
q

S U t S

S

 


, 

содержащее управление  ,U t S , играет роль 

источника или стока [1] предметов труда в рас-

сматриваемом элементе объема фазового про-

странства. Начальные условия и цель управле-

ния определяют распределение предметов тру-

да по маршруту в начальный и конечный мо-

мент времени. 

Научная новизна и практическая  

значимость 

Научная новизна заключается в разработке 

метода проектирования систем управления па-

раметрами производственной линии предприя-

тий с поточным методом организации произ-

водства, основанном на PDE-модели объекта 

управления. 

При этом объект управления – производ-

ственная поточная линия, представлен динами-

ческой системой с распределенными парамет-

рами вдоль технологического маршрута. Опти-

мальное управление параметрами поточной 

линии ищется в виде суперпозиций дельта 

функций. 

Предложенный метод проектирования си-

стемы управления потоковыми параметрами 

производственной линии может быть положен 

в основу проектирования высокоэффективных 

систем управления потоковыми параметрами 

производства для предприятий по изготовле-

нию полупроводниковой продукции автомо-

бильной отрасли. 

Выводы 

Длительность производственного цикла dT  

обработки партии предметов труда можно 

разбить на три характерные части: 

HT  – промежуток времени между события-

ми, когда была начата обработка первого пред-

мета труда на первой операции и закончена об-

работка первого предмета труда на последней 

операции (нестационарный режим работы по-

точной линии); 

CmT  – промежуток времени между события-

ми, когда была закончена обработка первого 

предмета труда на последней операции и нача-

та обработка последнего предмета труда на 

первой операции; 

KT  – промежуток времени между события-

ми, когда была начата обработка последнего 

предмета труда на первой операции и законче-

на обработка последнего предмета труда на по-
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следней операции (нестационарный режим ра-

боты поточной линии): 

 d H Cm KT T T T   . (7) 

В течение промежутка времени HT  осу-

ществляется заполнение всех технологических 

позиций поточной линии поступившими на об-

работку предметами труда k -ой партии, что 

приводит к переходному нестационарному ре-

жиму функционирования. Если производствен-

ная линия обрабатывает предыдущую  1k  -

ую партию изделий, то время переходного пе-

риода HT  для k -ой партии может быть оценено 

величиной  

   , 1 , 1
1

M

Hm k m k
m

N T
 



    

    ,( 1)max, 1 , 1
1 1

M M

m kk m k
m m

N   
 

   , (8) 

где ,( 1)m k   – эффективное время обработки 

предмета труда  1k  -ой партии изделий на  

m-ой операции ( 1..m M ),  , 1m k
N


 – количе-

ство предметов труда  1k  -ой партии в m-ом 

межоперационном накопителе. 

Для синхронизированной производственной 

линии промежуток времени HT  принимает ми-

нимальное значение, равное 

    , 1 , 1
1

M

H m k m k
m

T N
 



  .  (9) 

После заполнения всех технологических по-

зиций поступившими на обработку предметами 

труда k -ой партии производственная линия 

может функционировать как в установившемся, 

так и в переходном режиме, что определяется 

заданным изменением во времени темпа обра-

ботки предметов труда на разных операциях. 

Промежуток времени KT  характеризует требу-

емое время переходного нестационарного про-

цесса для освобождения производственной ли-

нии от изделий k-ой партии, может быть вы-

числен по формуле (8). 

Движение первого предмета труда обраба-

тываемой k -ой партии ограничено движением 

предмета труда предыдущей  1k  -ой партии 

изделий. Для уменьшения времени переходного 

режима HT  необходимо ускорить обработку 

изделий предыдущей партии. Для линий, удо-

влетворяющих условию d HT T , затратами на 

управление в этот промежуток времени можно 

пренебречь. Если промежуток времени HT  до-

статочно велик или затраты на управлении по-

токовыми параметрами в промежутке HT  су-

щественны, то для сокращения времени произ-

водственного цикла  необходимо управление 

на операциях, на которых находятся предметы 

труда предшествующей партии. Освобождение 

оборудования для исследуемой партии деталей 

сокращает длительность HT . Вопрос о необхо-

димости управления в течение времени 

 0, Ht T  определяется условием (7) при до-

полнительных уравнениях и неравенствах вида 

(5). 

Достижение производственной системой  

с начальным распределением предметов труда 

00[ ] ( )S  по технологическому маршруту по-

точной линии за время продолжительности 

производственного цикла dT  конечного состо-

яния    
0 dT

S  может быть реализовано мно-

жеством способов, каждый из которых имену-

ется программой управления. В технических 

задачах управления состоянием производ-

ственной линии возникает вопрос о нахожде-

нии наиболее оптимальной программы исполь-

зования ресурсов (оптимального управления). 

Математическое отражение этого факта состо-

ит в том, что управление параметрами поточ-

ной линии должно быть выбрано из условия 

минимума интеграла (5). 

 

 

90

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


ISSN 2307–3489 (Print), ІSSN 2307–6666 (Online) 

Наука та прогрес транспорту. Вісник Дніпропетровського  

національного університету залізничного транспорту, 2019, № 1 (79) 

 

ІНФОРМАЦІЙНО-КОМУНІКАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ ТА МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

Creative Commons Attribution 4.0 International 

doi: 10.15802/stp2019/159489 © Г. К. Кожевников, О. М. Пигнастый, 2019 

СПИСОК ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ИСТОЧНИКОВ 

1. Азаренков, Н. А. Кинетическая теория колебаний параметров поточной линии / Н. А. Азаренков,  

О. М. Пигнастый, В. Д. Ходусов // Доп. Нац. акад. наук України. – 2014. – № 12. – С. 36–43.  

doi: 10.15407/dopovidi2014.12.036 

2. Власов, В. А. Моделирование технологических процессов изготовления промышленной продукции / 

В. А. Власов, И. А. Тихомиров, И. И. Локтев. – Томск : Изд-во ГТПУ, 2006. – 300 с. 

3. Дыхта, В. А. Оптимальное импульсное управление с приложениями / В. А. Дыхта, О. Н. Самсонюк. – 

Москва : Физматлит, 2000. – 255 с. 

4. Иваненко, Д. Д. Классическая теория поля (новые проблемы) / Д. Д. Иваненко, А. А. Соколов. – 

Москва ; Ленинград : Гос. изд-во технико-теорет. лит., 1951. – 480 с. 

5. Коробецкий, Ю. П. Имитационные модели в гибких системах / Ю. П. Коробецкий, С. К. Рамазанов. – 

Луганск : Изд-во ВНУ им. В. Даля, 2003. – 280 с. 

6. Михайлов, В. С. Теория управления / В. С. Михайлов. – Киев : Выща школа, 1988. – 312 с. 

7. Пигнастый, О. М. Задача оптимального оперативного управления макропараметрами производствен-

ной системы с массовым выпуском продукции / О. М. Пигнастый // Доп. Нац. акад. наук України. – 

2006. – № 5. – С. 79–85.  

8. Пигнастый, О. М. Расчет производственного цикла с применением статистической теории производ-

ственно-технических систем / О. М. Пигнастый, В. Д. Ходусов // Доп. Нац. акад. наук України. – 2009. 

– № 12. – С. 38–44.  

9. Online scheduling of 2re-entrant flexible manufacturing systems / J. Pinxten, U. Waqas, M. Geilen, A. Basten, 

L. Somers // ACM Transactions on Embedded Computing Systems. – 2017. – Vol. 16. – Iss. 5s. – P. 1–20. 

doi: 10.1145/3126551 

10. On the Optimization of Conservation Law Models at a Junction with Inflow and Flow Distribution Controls / 

F. Ancona, A. Cesaroni, G. Coclite, M. Garavello // SIAM Journal on Control and Optimization. – 2018. – 

Vol. 56. – Iss. 5. – P. 3370–3403. doi: 10.1137/18M1176233 

11. Simulation model study for manufacturing effectiveness evaluation in crowdsourced manufacturing /  

T. Kaihara, Y. Katsumura, Y. Suginishi, B. Kádár // CIRP Annals. – 2017. – Vol. 66. – Iss. 1. – P. 445–448. 

doi: 10.1016/j.cirp.2017.04.094 

12. Situation Awareness and Environmental Factors: The EVO Oil Production / М. de Falco, N. Mastrandrea,  

W. Mansoor, L. Rarità // New Trends in Emerging Complex Real Life Problems / Р. Daniele, L. Scrimali 

(eds). – Cham : Springer, 2018. – P. 209–217. doi: 10.1007/978-3-030-00473-6_23 

13. Tiacci, L. Simultaneous balancing and buffer allocation decisions for the design of mixed-model assembly 

lines with parallel workstations and stochastic task times / L. Tiacci // International Journal of Production 

Economics. – 2015. – Vol. 162. – P. 201–215. doi: 10.1016/j.ijpe.2015.01.022 

14. Towards adaptive simulation-based optimization to select individual dispatching rules for production control / 

M. Kück, E. Broda, M. Freitag, T. Hildebrandt, E. M. Frazzon // 2017 Winter Simulation Conference (WSC). 

– Las Vegas, NV, USA, 2017. – P. 3852–3863. doi: 10.1109/WSC.2017.8248096 

Г. К. КОЖЕВНIКОВ1, О. М. ПIГНАСТИЙ2* 

1Національний технічний університет «Харківський політехнічний інститут», вул. Пушкінська, 79-2, Харків, Україна, 

61002, тел. +38 (050) 776 88 79, ел. пошта kgk4711@gmail.com, ORCID 0000-0002-6586-6767 
2*Національний технічний університет «Харківський політехнічний інститут», вул. Пушкінська, 79-2, Харків, Україна, 

61002, тел. +38 (067) 572 50 29, ел. пошта pihnastyi@gmail.com, ORCID 0000-0002-5424-9843 

РОЗПОДІЛЕНА ДИНАМІЧНА PDE-МОДЕЛЬ ПРОГРАМНОГО 

КЕРУВАННЯ ЗАВАНТАЖЕННЯМИ ТЕХНОЛОГІЧНОГО 

ОБЛАДНАННЯ ВИРОБНИЧОЇ ЛІНІЇ 

Мета. У роботі необхідно розглянути проектування системи управління параметрами виробничої лінії 

для підприємства з потоковим методом організації виробництва. Методика. Виробнича лінія підприємства з 

потоковим методом організації виробництва – це складна динамічна розподілена система. Технологічний 
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шлях виготовлення продукції для багатьох сучасних підприємств містить кілька сотень технологічних опе-

рацій, в міжопераційному резерві кожної з яких є тисячі продуктів, що чекають на обробку. Технологічні 

маршрути різних деталей одного виду виробів перетинаються. Це призводить до того, що розподіл предме-

тів праці уздовж технологічного маршруту значно впливає на пропускну здатність виробничої лінії. Для 

опису таких систем введений новий клас моделей виробничих ліній (PDE-model). Моделі цього класу вико-

ристовують рівняння в частинних похідних для опису поведінки потокових параметрів виробничої лінії. 

У цій статті побудована PDE-модель виробничої лінії, потокові параметри якої залежать від величини кое-

фіцієнта завантаження технологічного обладнання для кожної операції. Результати. Автори отримали оп-

тимальне управління потоковими параметрами виробничої лінії, в основу покладено алгоритм зміни коефі-

цієнта завантаження технологічного обладнання виробничої лінії. Як базовий нормативний режим функціо-

нування потокової лінії розглянуто однозмінний режим роботи. Наукова новизна полягає в розробці мето-

ду проектування систем управління параметрами виробничої лінії підприємств із потоковим методом 

організації виробництва, заснованого на PDE-моделі об’єкта управління. Автори запропонували метод по-

будови оптимального управління параметрами потокової лінії через управління коефіцієнтом завантаження 

технологічного обладнання. Під час проектування системи управління потокова лінія представлена динамі-

чною розподіленою системою. Практична значимість. Запропонований метод проектування системи уп-

равління потоковими параметрами виробничої лінії може бути покладено в основу проектування високое-

фективних систем управління потоковими параметрами виробництва для підприємств із виготовлення напі-

впровідникової продукції автомобільної галузі. 
Ключові слова: конвеєр; виробнича лінія; PDE-модель виробництва; системи управління виробництвом; 
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DISTRIBUTED DYNAMIC PDE-MODEL OF PROGRAM CONTROL BY 

UTILIZATION OF THE TECHNOLOGICAL EQUIPMENT OF 

PRODUCTION LINE 

Purpose. The article is aimed at designing a control system for the parameters of a production line for an enter-

prise with a straight flow method of organizing production. Methodology. The production line at the enterprise with 

a straight flow method of organizing production is a complex dynamic distributed system. The flow route for manu-

facturing a product for many modern enterprises contains several hundreds of technological operations, in the inter-

operating reserve each of which there are thousands of products waiting to be processed. The flow routes of differ-

ent parts of the same type of products intersect (re-entrant manufacturing systems). This leads to the fact that the 

distribution of subjects of labor along the technological route has a significant impact on the throughput capacity of 

the production line. To describe such systems, a new class of production line models (PDE-model) has been intro-

duced. To describe the behavior of the flow parameters of the production line, a production line model containing 

partial differential equations (PDE-model) was used. The PDE-model of the production line is built in the article, the 

flow parameters of which depend on the value of utilization rate of the technological equipment for each operation. 

Findings. The authors obtained the optimal control of the flow parameters of the production line, which is based on 

the algorithm for changing the utilization rate of the technological equipment of the production line. The single-shift 

working time pattern is considered as a basic regulatory treatment of the production line operation. To simulate the 

work of technological equipment after the shift, the generalized Dirac function was used. Originality consists in the 

development of a method for designing control systems for the parameters of the production line of enterprises with 

a straight flow method of organizing production based on the PDE-model of the control object. The authors pro-

posed a method for constructing an optimal control of the parameters of the production line through the control of 

the utilization rate of the technological equipment. When designing a control system, the production line is repre-

sented by a dynamic system with distributed flow parameters. Practical value. The proposed method for designing 
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a control system for the flow parameters of a production line can be used as the basis for designing highly efficient 

production flow control systems for enterprises manufacturing semiconductor products of the automobile industry. 
Keywords: conveyor; production line; PDE-model of production; production control systems; unfinished pro-

duction; mass production 
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