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СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ РАСЧЕТА ИЗГИБНО-КРУТИЛЬНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ НЕРАЗРЕЗНЫХ БАЛОК И РАМ 

Досліджено можливості застосування логічних моделей та асоційованих матриць до розрахунку згина-
льно-крутильних коливань нерозрізних балок та рам з розподіленими параметрами. Отримані матриці вра-
ховують різні сполучення пружних закріплень та наявність зосереджених мас. 

Исследованы возможности применения логических моделей и ассоциированных матриц к расчету изги-
бно-крутильных колебаний неразрезных балок и рам с распределенными параметрами. Полученные матри-
цы учитывают различные сочетания упругих закреплений и наличие сосредоточенных масс. 

The suitability logic models and associable matrixes to calculation flexural-torsion oscillations of continuous 
beam with distribution parameters are researched. The inferential matrixes to consider various combination of elas-
tic constraints and given localized masses. 

Одновременно изгибные и крутильные колеба-
ния возникают в рамных конструкциях и в систе-
мах пересекающихся балок. Их также следует учи-
тывать при изучении вибраций мостов, имеющих 
несимметричное поперечное сечение и эксцентри-
ситет приложения нагрузки. Оба вида колебаний 
могут вызвать появление автоколебательных дви-
жений, создающих опасные перемещения и напря-
жения в конструкциях [1, 2]. Однако, решение зада-
чи о совместных колебаниях в точной постановке 
представляет значительные трудности, что приво-
дит либо к использованию приближенных методов 
и расчетных схем, либо к изучению тех или других 
видов колебаний в отдельности [2, 3]. 

Рассмотрим прямолинейную n -пролетную 
балку с кусочно-непрерывными характеристи-
ками и однородными граничными условиями. 
Сечения элементов, погонная масса iµ , жест-
кости при кручении кGJ , изгибе EJ  в преде-
лах каждого из пролетов считается постоянны-
ми. Ось x  направлена вдоль оси балки. 

Для i -го участка балки, совершающего одно-
временно изгибные колебания в направлении оси 
y  и крутильные колебания вокруг оси x  количе-
ство начальных (НП) и концевых (КП) граничных 
параметров будет равно шести: углы поворота се-
чения xϕ , zϕ  вокруг осей x , z , соответственно, 
крутящий и изгибающий моменты xM , zM , ли-
нейное перемещение yu  и поперечная сила yN . 

Зависимость между параметрами НП и КП 
на границах i -го участка балки определяется 
равенством [4]: 
 1 вi iM+ϑ = ϑ , (1) 

где вM  – матрица влияния начальных парамет-
ров; iϑ  и 1i+ϑ  – векторы граничных параметров 
в i -м и 1i +  сечениях балки; 

{ }, 1 , 1
, , , , ,i i x y z z y x i i
u M N M+ +

ϑ = ϕ ϕ . 

Матрицу вM  можно представить в виде: 
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где S , T , U , V  – круговые и гиперболические 

функции А. Крылова [5]; 
2 2
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4
и

i j i

i

l
EJ

µ ω
λ =  – частотные параметры, соответ-

ственно, для крутильных и изгибных колеба-

ний; кi
i

i

GJ
l

β = ; il  – длина i -го пролета балки; 

xiJ  – погонный момент инерции массы балки 
относительно ее продольной оси; jω  – круго-
вая частота j -й формы колебаний. 
С учетом положений [6; 8], совокупность состояний 
граничных параметров отдельного стержня при из-
гибно-крутильных колебаниях может быть выражена 
булевыми функциями шести переменных, опреде-
ляющими коды его граничных условий. В общем 
случае, возможным состояниям концов стержня из 
равного количества фиксированных { }0  и произ-
вольных { }1  граничных параметров соответствуют 
частотные определители из миноров 3-го порядка 
матрицы вM , которые могут быть представлены в 

составе ассоциированной блочной матрицы ик
iM  с 

кодами НП и КП для угловых перемещений xϕ  и 
крутящих моментов xM . 

 ик
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Подматрицы блочной матрицы ик
iM  имеют 

вид: 

11 к 1001cosM M= λ ; 12 к к 1010sinM M= −βλ λ ; 

21 к 0101
к

1 sinM M= λ
βλ

; 22 к 0110cosM M= λ ,  (4) 

где 1001M , …, 0110M  – ассоциированные мат-
рицы изгибных колебаний стержня [6] с ком-
бинациями всех значений булевых функций на 
множествах { }0,0,1,1 , { }1,1,0,0  и с индексами 
кодов НП и КП { }0,1  и { }1,0  – для крутильных 
колебаний. Матрицы в подматрицах 11M , 12M , 

21M , 22M  будут отличаться только значениями 
кодов НП и КП для xϕ  и xM . Так, например, 
матрицу 22M  можно представить следующим 
образом (табл. 1). 
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Значение кcosλ  представляет общий мно-
житель матрицы 0110M . Функции A , …, H  
являются функциями В. Прагера и определяют-
ся выражениями [5] с учетом следующих соот-
ношений: 

 ( )1
2

A B= λ ;   ( )1
2

C A= λ ;   ( )1
1
2

B S= λ ;  

 ( )1
2

D C= λ ;   1
2

F H B= = ;  
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 ( )1 1
2

G D= − ;   ( )1 1
2

E D= + .  

Таким образом, матрица ик
iM  характеризует 

36 4×  возможных состояний стержня и комби-
наций его граничных условий. Каждый элемент 
такой матрицы представляет произведение со-
ответствующих элементов ассоциированных 
матриц для чисто изгибных и чисто крутиль-
ных колебаний. 

По аналогии [6; 8], уравнение частот для 
цепной стержневой системы можно предста-
вить в виде равенства нулю последовательного  
произведения ассоциированных матриц каждо-
го из n  участков системы, т. е. 
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где 1V  и nV  – векторы возможных состояний  
1-го и n -го участков. 

Примером совместных колебаний может слу-
жить рамная конструкция, в которой крутильные 
колебания стержней неизбежно сопровождаются 
изгибными колебаниями рамы из ее плоскости. 
Рассмотрим симметричные изгибно-крутильные 
колебания прямоугольной рамы со стойками 
одинаковой жесткости и соответствующую ей 
логическую схему в виде последовательно свя-
занных конечных автоматов (рисунок). 

 
Рис.  

Каждому состоянию автомата соответствует 
набор детерминантных функций отдельных 
стержней ((4), табл. 1), для определения кото-
рых составим таблицу переходов (табл. 2), обо-
значив сопрягаемые элементы одноименными 
латинскими буквами, чем зафиксировано нали-
чие между ними логического отношения отри-
цания. Коды НП и КП, а также значения сило-
вых (С) и кинематических (К) параметров рас-
положены соответственно в верхней и нижней 
частях таблицы. Зададим граничные условия 
началу стержней-стоек 1 в виде заделки (код 
000111), а середине ригеля 2 – в виде произ-
вольных значений xϕ , yu , zM  и фиксирован-

ных zϕ , yN , xM  для обеспечения симметрич-

ных колебаний рамы (код 010101). Для обрат-
носимметричных форм колебаний КП стержня 
2 будут определяться кодом 001011. 

Однозначное соответствие кодов НП и КП 
табл. 2 и элементов матрицы ик

iM  позволяет 
непосредственно записать трансцендентное 
уравнение частот: 
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Таблица  2  

1 2 3 4 5 6 7 8 №№ стержней  
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После преобразований приходим к уравне-

нию 
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Путем предельных переходов можно полу-
чить уравнения для различных видов колеба-
ний системы. Так, предполагая наличие толь-
ко крутильных колебаний ригеля ( 2EJ →∞ ; 

и2 0λ → ) и изгибных колебаний стоек 
( к1GJ →∞ ; к1 0λ → ), приходим к уравнению 

 1 2 к2 1ctg 0A f G− λ = . (8) 

Если считать, что стержни 1, 2 не подверже-
ны крутильным колебаниям ( к1GJ , к2GJ →∞ ), 
т. е. происходят только изгибные колебания ри-
геля и стоек из плоскости рамы ( к1λ , к2 0λ → ), 
уравнение (6) приводится к виду 
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Практический интерес представляет случай, 
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которое распадается на два независимых уравне-
ния – для крутильных и изгибных колебаний ри-
геля с упругими связями. Если в узлах рамы до-
полнительно расположены сосредоточенные гру-
зы массой m , то вместо xq , zq , yc  необходимо 

подставить соответственно 2
x xmq J− ω , 2

z zmq J− ω , 
2

ym cω − , где xmJ , zmJ  – моменты инерции со-
средоточенного груза относительно осей x , z . 

В общем случае, массово-инерционную матри-
цу iM ′  сосредоточенного груза с учетом его инер-
ции вращения при изгибе и кручении можно по-
лучить из матрицы (2), если принять при 0il → , 

i i il mµ = , xi i xmJ l J= . Запишем iM ′  с учетом опи-
рания i -го сечения балки на упругую опору отно-
сительно поперечных и угловых перемещений: 
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Соответствующая переходная матрица в1M  
участка балки с распределенной и сосредото-
ченной массами и наличием упругих связей оп-
ределяется соотношением [4] 

 в1 вiM M M′= , (12) 

или, в развернутом виде, при отсутствии сосре-
доточенного груза. 
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Раскрывая частотные определители из ми-
норов 3-го порядка матрицы в1M  и записывая 
их в порядке логического следования кодов НП 
и КП, приходим к блочной матрице ик

iM  (3) с 
подматрицами 

( )2
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к

1cos sinx xmM q J M
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= λ + − ω λ⎜ ⎟
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( )( )2
12 к к к 1010sin cosx xmM q J M= −βλ λ + − ω λ ; 

21 к 0101
к

1 sinM M= λ
βλ

; 22 к 0110cosM M= λ ;  (14) 

Структура ассоциированных матриц 
1001M , …, 0110M  соответствует матрице [7] для 

изгибных колебаний участка континуальной 
балки при наличии опоры, упругой относи-
тельно поперечных и угловых перемещений, и 
сосредоточенной массы. Так, например, под-
матрица 11M  при отсутствии сосредоточенного 
груза и с учетом обозначений [7] имеет вид 

11 к к
к

1cos sinxM q
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= λ + λ ×⎜ ⎟
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 ( )(1) (2)
0101 0011yM c M M⎡× + + +⎣  

 ( )(1) (5) (1)
1010 0011 0011z y zq M M c q M ⎤+ + + ⎦ . (15) 

Таким образом, и в случае изгибно-
крутильных колебаний ассоциированные мат-
рицы и логические модели дают возможность в 
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простой и компактной форме получать разре-
шающие уравнения для неразрезных балок и 
рам. Предлагаемая форма учета упругих связей 
и сосредоточенных масс позволяет избежать 
дополнительных решений и введения специ-
альных матриц перехода с большим числом ну-
левых элементов. Отпадает также необходи-
мость выполнения обычных процедур построе-
ния систем алгебраических уравнений и их оп-
ределителей. Полученные зависимости могут 
быть использованы для расчета изгибно-
крутильных колебаний ортогональных систем 
пересекающихся балок. 
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