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АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ СТАБИЛЬНОСТИ ОБЪЕКТОВ
ЗЕМЛЯНОГО ПОЛОТНА

У статті розглянуті функції напруженого стану, міцності і стійкості, що характеризують стабільність зе-
мляного полотна, алгоритми їхньої оптимізації і визначення.

В статье рассмотрены функции напряженного состояния, прочности и устойчивости, характеризующие
стабильность земляного полотна, алгоритмы их оптимизации и определения.

The functions of the intense condition, durability and the stability describing stability of the subgrade, algo-
rithms of their optimization and definition are considered in the article.

Стабильность земляного полотна, как слож-
ной геотехнической системы, характеризуется
комплексом (множеством) критериев качества,
которые имеют аналитическую интерпретацию:
напряженное состояние К σ , прочность грунто-
вой среды подбалластной зоны пбК , устойчи-
вость от смещений усК , от пластических де-
формаций Кпд и др. Функционируя во внешней
среде объекты земляного полотна (ОЗП) под
влиянием факторов силового воздействия по-
ездной нагрузки свS , природно-климатической
среды пксS  должны сохранять необходимое
состояние грунтовой среды гсS , структуру St,
форму и размерные параметры озпR  в пределах
нормативных значений критериев качества
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Здесь { } [ ]...,,, ïäóñïáê ККKKК i σ= .
Напряженное состояние ОЗП характеризу-

ется величиной вертикальных сжимающих на-
пряжений уσ  и главных 1σ  и 2σ . При реше-
нии плоской задачи (в поперечном профиле)
для точек полупространства напряжения опре-
деляются на аддитивном принципе от всех на-
грузок: поездной пρ , верхнего строения пути

всρ , собственного веса грунтовой среды γρ , а
также элементарных (полосовых прямоуголь-
ных, треугольных, трапецеидальных и др.) на-
грузок St ОЗП.

От полосовой прямоугольной нагрузки на-
пряжения, сжимающие, как известно, в каждой
точке М полупространства, определяются по
формуле

[ ]с 1 1 2 20,5sin 2 ( ) 0,5sin( 2 ) :jσ = ρ β + β − ±β − ± β

: ij jIπ = ρ

от треугольной полосовой нагрузки – по фор-
муле

2 2
c 1 2 2 1 1sin sin tg ( 0,5sin2j σ =ρ β − β − β β + β −

]2 20,5sin 2 ) /( ) ij jв I−β − β π = ρ ,

где 1 2,β β – углы, образованные лучами из точ-
ки Mi до границ нагрузок и вертикалями, огра-
ничивающими эти полосовые нагрузки; в – ши-
рина полосовой нагрузки.

Сложности вычислительных операций пре-
жде приводили к необходимости паллиативных
приемов с табулированием, например, значений

)/;/( jijiij вyвxfI =  в i-х точках от j-х нагрузок.
Современные компьютерные возможности вы-
числений исключают необходимость в таблич-
ных значениях промежуточных параметров.
Это относится и к нагрузкам трапецеидальной
формы, для вычисления которых используется
график Остерберга, по которому для полутра-
пеций в каждой i-й точке полупространства не-
обходимо определение )/;/( ijijij yвyafI = .

Напряжения, сжимающие от трапецеидаль-
ных нагрузок, можно вычислять по формуле

c 1 2 3 1 3( ) ( )j jj
a вσ = ρ α + α + α + α + α + ,

]1 3( ) ( )jx a+ α −α π ,

где ,j ja b  – ширина полосовой, соответственно
треугольной части и прямоугольной части (по-
лутрапеций) полосовой нагрузки; 1 2 3, ,α α α  –
углы видимости, образуемые лучами из i-й точ-
ки и ограничивающие прямоугольную часть
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( 2α ) и треугольные части ( 1 3,α α ) трапецеи-
дальной нагрузки.

Весьма существенно, чтобы при всякой
форме и сложных очертаниях, например, попе-
речного профиля высокой насыпи (например,
пойменной) каждая трапецеидальная нагрузка
была приложена к основанию полупространст-
ва [1]. Напряжения в каждой i-й точке опреде-
лятся, как сумма напряжений jiGΣ  от некото-
рой комплексной комбинации трапецеидаль-

ных jρ  нагрузок, каждая из которых приложе-
на к основанию полупространства (рис. 1)

54321 σ−σ−σ+σ+σ=σΣ −ij ,

где нагрузка
1-ОD1А11;
2-ОD2В12;
3-ОD3С23;
4-ОD4В22;
5-ОD5С33.

Рис. 1.

Напряжения в осевых точках основания на-
сыпи можно вычислять по формуле

1 2 1(2 ) 2 /( )i j j j ja в d σ = ρ α + α + α π = 

1 2 1( / ) 2 (2 / )j j jв a = ρ π α + α + α  ,

где углы в рад

1 3arctg ( ) / arctg ( / )j j i j iв a y в y α = + − = α  ;

2 2arctg ( / )j iв yα = .

Сжимающие напряжения от треугольной
нагрузки (в форме равнобедренного треуголь-
ника) можно вычислять по формуле

[ ] )/()()( 3131 jjj axa πα−α+α+αρ=σL ,

в осевых точках (х = 0)

παρ=πα+αρ=σ /2/)( 131 jji .

Прочность  подбалластной зоны (подбал-
ластного основания) определяется ее безоса-
дочностью, неизменностью положения и неде-
формируемостью основной площадки (ОП),
величиной упругих осадок ОП. В целях повы-
шения стабильности подбалластной зоны
СНиП и СТН МПС РФ предусматривается раз-
мещение в верхней части подбалластной зоны
(под ОП) защитного слоя (противодеформаци-
онной подушки), чем предупреждается образо-
вание балластных углублений (балластных ко-
рыт, лож, мешков и т. п.), а также пучинных
деформаций. Кроме того при усиленных ре-
монтах железнодорожного пути с глубокой вы-
резкой балласта производится укладка геосин-
тетиков, преимущественно геотекстиля, в каче-
стве разделительного слоя балластного мате-
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риала и подстилающего грунта подбалластной
зоны для предупреждения выплесков, просадок
и усиления прочностной основы ОП посредст-
вом более равномерного распределения напря-
жений в уровне ОП. В условиях пучинообразо-
вания производится укладка полистирольного
пенопласта в уровне ОП, что снижает глубину
промерзания глинистых грунтов подбалластной
зоны. При коэффициенте промерзаемости пе-
нопласта 1,0≈npK  слой пенопласта толщиной
0,1 м уменьшает глубину промерзания подбал-
ластной зоны на 1,0 м.

Для защитных слоев (противодеформацион-
ных подушек), устраиваемых из песчаных, дре-
нирующих зернистых материалов, предельное
равновесие массы грунта, степень устойчиво-
сти зернистого грунта согласно закономерно-
стям механики грунтов определяется углом
внутреннего трения. Условие пластичности сы-
пучих тел (лишенных сцепления С), установ-
ленное Ренкиным, может быть выражено фор-
мулой

)/()(sin 2121 σ+σσ−σ=ϕn ,

где σ1, σ2 – главные напряжения, которые
определяются по зависимости
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α−α+± ,

где jR  – радиусы-векторы из i-х точек до гра-
ниц структурных элементов j-х нагрузок.

Наибольшие касательные напряжения со-
гласно теории упругости равны

2/)( 21max σ−σ=τ .

По оценке напряженного состояния, упру-
гих и остаточных деформаций при высоких
осевых нагрузках выполняются исследования
во ВНИИЖТе, МГУПС, ПГУПС и других ву-
зах.

Стабильность основания насыпей против
возможных сдвига и выпирания согласно усло-
вию (Кулона) Cf +σ=τ  характеризуется ко-
эффициентом устойчивости против пластиче-
ских (сдвиговых) деформаций

τ+σ= /)( CfKïä ,

где нормальные сдвигающие напряжения σ и
касательные напряжения τ могут быть выраже-
ны через главные напряжения σ1 и σ2

ασ+ασ=σ 2
2

2
1 sincos ;

αασ−σ=τ cossin)( 21 ;

Функция Кпд, как показали исследования
Г. М. Шахунянца [2], имеет сложную форму с
глобальным min в осевых сечения ОЗП (осно-
вания насыпи и подбалластной зоны выемки).
Позже выполненные исследования автора [3]
показали на наличие на гиперповерхности
функции Кпд локальных min в зонах основания
откосов. Ослабление именно этих зон приводит
к деформациям выпирания грунта в основании
насыпи (за пределами откосов). Этим же под-
тверждается положительное значение контр-
банкетов. В выемках, как показали исследова-
ния функции Кпд, повышение стабильности
подбалластной зоны достигается оптимальны-
ми решениями с уширением закюветных полок,
а также заглублением закюветных полок (ниже
бровки и кювета выемки).

Вычислительные эксперименты проводи-
лись по специальным компьютерным програм-
мам с использованием предложенного алго-
ритма направленного поиска min унимодаль-
ных нелинейных (выпуклых) функций на прин-
ципах прямых методов (нулевого цикла),
реализующих итеративную поисковую оптими-
зацию в программах проектирования ОЗП [4].
Процедура поиска opt Кпд (min) определяется ре-
куррентным выражением, реализующим при-
ближение от Кi-го к Кi+1-му значению Кпд

xxx ii ∆λ+=+1 ; ii vxlx ø=∆ ;
yyy ii ∆λ+=+1 ; ii vylx ø=∆ ,

где ∆х, ∆у – шаги поиска; λ – параметр по-
иска; lш – величина шага; vxi, vyi – единичные
векторы направления на i-м шаге, соответст-
вующие направлениям координатных осей;

njev ji ,1, ∈= , где еj – opt j-ой координаты (в
окрестности точки i) при последовательном
движении в координатном поле гиперплоско-
сти Кпд к opt.

Пользуясь алгоритмами итеративного поис-
ка и оптимизации технических решений, при
проектировании ОЗП исследовались функции
устойчивости ОЗП и их элементов от смещений

усК  в интерпретациях:

ус г г г г 2( cos ) /( sin )i i i iK f C l= Σ γ ω β + Σ Σγ ω β ;
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[ ]ус уд 1( )cos / cos( ) :i i i i i i iK f N C l T= Σ + + ϕ β −ϕ

гд: ( cos ) / cos( )i i iTΣ ϕ β −ϕ   .

В течение почти векового периода для
оценки устойчивости ОЗП широко использует-
ся графоаналитический метод на принципах
Феллениуса-Терцаги с кругло-цилиндрической
поверхностью смещения (КЦП). Вычисление
Кус этим методом весьма трудоемкая процеду-
ра. И весьма приближенно определяется воз-
можное положение центра О0 кривой смеще-
ния. Разрабатывались аналитические способы
для сыпучей среды (В. В. Соколовский), вариа-
ционный метод, базирующийся на уравнении
Эйлера (Л. Г. Дорфман) и др. Известны графи-
ки и номограммы М. Н. Гольдштейна,
П. Г. Пешкова, Ямбу и других для определения
центра О0 наиболее опасной КЦП смещения.
Аналитические решения с использованием про-
граммных средств ЭВМ предложены
М. А. Фришманом, А. С. Понариным, В.В. Ви-
ноградовым и другими исследователями.

Вычисление Кус-i существенно в оценке ус-
тойчивости ОЗП. Однако необходимое техни-
ческое решение оптимально только при opt Кус.
Такие условия обеспечиваются алгоритмами
итеративной оптимизации. Исследованиями
были определены зависимости Кус от опреде-
ляющих размерных факторов и состояния грун-
товой среды (с, φ и др.). Было установлено, что
гиперповерхность функции Кус имеет выпук-
лую (вогнутую) форму овражного типа с ори-
ентацией к откосу и кривизной в зависимости
от параметров ОЗП. Поиск opt О0 выполняется
на гиперплоскости – проекции рельефа гипер-
поверхности Кус-i. Траектории поиска Кус0 ха-
рактеризуются перемещениями сначала по

склону, затем по дну оврага, характер движения
пологостью дна оврага, направление овражно-
сти гиперплоскостей Кус согласуется с линией
центров Л.Ц. Все траектории поиска Оopt, неза-
висимо от начальных Он сходятся к локально-
му 0min ycyc optKK i → . Положение центра О0

наиболее неблагоприятной (критической) КЦП
значительно ниже принятых графоаналитиче-
ским построением в точке пересечения вспомо-
гательной линии, направленной под углом 36° к
верхней грани фиктивного (эквивалентного)
столбика грунта (заменяющего поездную на-
грузку ρп и в.с.п. ρвс), и линии центров.

Рассмотренные аналитические функции в
должной мере определяют напряженное со-
стояние ОЗП, их прочностные качества, со-
стояние устойчивости подбалластных зон, от-
косных зон, основания насыпей и других эле-
ментов и, таким образом, являются критериями
параметрического анализа стабильности ОЗП.
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