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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ 

БИОЛОГИЧЕСКОЙ ОЧИСТКИ СТОЧНЫХ ВОД В АЭРОТЕНКАХ С 

ПЛАСТИНАМИ 

Цель. Определение эффективности работы аэротенка на этапе проектирования или реконструкции био-

реакторов, в которых осуществляется биологическая очистка сточных вод, требует использования специ-

альных математических моделей и методов расчета. Основной целью статьи является разработка 

CFD-модели для оценки эффективности работы аэротенков. Методика. Для компьютерного расчета процес-

са биологической очистки сточных вод в аэротенках, с учётом гидродинамики, разработана численная мо-

дель. В основу модели заложены двухуровневые уравнения сохранения массы для субстрата и активного ила 

и уравнение для потенциала скорости. Процесс биологического преобразования субстрата рассчитан на базе 

модели Monod. Для численного интегрирования уравнений массопереноса активного ила и субстрата ис-

пользована попеременно–треугольная разностная схема расщепления. При этом базовые уравнения разделе-

ны на два уравнения более упрощенного вида. Для численного интегрирования уравнения для потенциала 

скорости осуществлено его расщепление на два одномерных уравнения. Далее каждое уравнение решено по 

явной схеме. Для численного интегрирования уравнений, описывающих процесс трансформации субстрата 

на базе модели Monod, использован метод Эйлера. Результаты. Осуществлена программная реализация 

построенной численной модели. Приведены результаты вычислительного эксперимента по исследованию 

процесса очистки сточных вод в аэротенке за счет использования дополнительных элементов в сооружении 

– пластин. Это проводит к выводу, что управление качеством очистки сточных вод в аэротенках возможно

с помощью применения пластин. Научная новизна. Разработана многофакторная CFD-модель, позволяю-

щая быстро оценить эффективность работы аэротенка. Особенностью модели является возможность оценки 

работы аэротенка с учетом его геометрической формы и расположения в сооружении дополнительных пла-

стин. Практическая значимость. Построенная численная модель может быть использована при проведе-
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нии расчетов в случае проектирования сооружений аэротенков или при определении эффективности очист-

ки сточных вод в новых условиях эксплуатации. 
Ключевые слова: очистка воды; численное моделирование; аэротенк; модель Monod; CFD-модели; 

биологическая очистка; сточные воды; активный ил; концентрация загрязняющих веществ 

Введение 

Биологическая очистка является одним из 

действенных методов обработки сточных вод 

[3, 4, 6]. Определение эффективности этой 

очистки на этапе проектирования или рекон-

струкции биореакторов, в которых осуществля-

ется такой способ обработки сточных вод, тре-

бует использования специальных математиче-

ских моделей и методов расчета. Более того, 

эти теоретические методы расчета являются 

основным инструментарием, так как для прове-

дения физического эксперимента в области 

биологической очистки всегда необходимо 

продолжительное время и дорогостоящее обо-

рудование. На сегодня разработано значитель-

ное количество математических моделей, поз-

воляющих, с разной степенью приближения, 

определять эффективность работы биореакто-

ра. Но существующие математические модели 

(эмпирические, балансовые, аналитические) [1–

5, 7–17] не учитывают ряд важных параметров, 

влияющих на эффективность работы биореак-

торов (их геометрические формы и конструк-

тивные особенности, гидродинамику движения 

в них активного ила и субстрата, наличие до-

полнительных элементов, различные режимы 

эксплуатации), или требуют значительного 

времени при реализации на компьютерах (CFD-

модели). Поэтому разработка математических 

моделей для оценки эффективности работы био-

логических реакторов, позволяющих учитывать 

эти важные факторы и быстро определять зна-

чения необходимых для проектировщика пара-

метров, является важной научной задачей. 

Цель 

Данная работа предусматривает разработку 

численной модели для оценки эффективности 

очистки сточных вод в аэротенках. Ставится 

задача создать многофакторную компьютерную 

модель, позволяющую быстро рассчитать про-

цесс биологической очистки сточных вод с уче-

том геометрической формы биореактора. 

Методика 

При построении модели будем учитывать 

следующие факторы: 

– геометрические формы аэротенка; 

– процесс изменения концентрации суб-

страта в аэротенках со временем; 

– процесс изменения концентрации актив-

ного ила в аэротенках со временем; 

– наличие дополнительных элементов  

в аэротенках. 

Уравнения материального баланса для суб-

страта и активного ила в реакторе на основе 

модели Monod имеют вид: 

X uX vX

t x y

  
  

  
 

0х у

X X

x x y y

      
       
      

; (1) 

S uS vS

t x y

  
  

  
 

0х у

S S

x x y y

      
       
      

; (2) 

 d

dX
X K X

dt
   ; (3) 

 
dS

X
dt Y


  ; (4) 

 max

s

S

S K
   


, (5) 

где dK – коэффициент измерения активного 

ила; t  – время; X – осредненная концентрация 

активного ила в биореакторе; S  – осредненная 

концентрация субстрата в биореакторе;   – 

коэффициент диффузии; Y – параметр в модели 

Monod; ,u v  – компоненты скорости водного 

потока в биореакторе в направлении осей x, y 

соответственно;  ,x y     – компоненты ко-
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эффициентов диффузии в рассматриваемой 

точки плоскости в направлении x, y. 

Усредненную концентрацию активного ила 

и субстрата по ширине биореактора определя-

ют так: 

 
1

( ,z) X(x,y,z)X x dy
B

   

 
1

( ,z) (x, y,z)S x S dy
B

   

Уравнения (1) и (2) описывают изменение 

концентрации активного ила и субстрата с те-

чением времени в аэротенке за счет движения  

и диффузии. Уравнения (3) – (5) описывают 

процесс потребления субстрата активным илом. 

Предельные условия для моделирования 

уравнений следующие: 

1) на входном отверстии граничным услови-

ем является: 

 ,X Xin inS S  , 

где ,in inS X  – известные концентрации субстра-

та и ила соответственно; 

2) граничные условия на выходе с биореак-

тора:  

 (i 1, j) ( , )S S i j  ; 

 X(i 1, j) ( , )X i j  , 

где (i 1, j)S  , X(i 1, j)  – концентрации в по-

следней вычислительной ячейке; ( , )S i j ( , )X i j  

– концентрации в предыдущей вычислительной 

ячейке; 

3) на жесткой поверхности:  

 0
X

n





; 

 0
S

n





; 

где n – единичная нормаль к поверхности. 

Начальные условия имеют вид: при t=0 

X=X0, S=S0. 

Для решения задачи гидродинамики – опре-

деления поля компонент вектора скорости те-

чения в аэротенке – использована модель по-

тенциального движения [8, 29]: 

 
2 2

2 2
0

P P

x y

 
 

 
, (6) 

где Р – потенциал скорости. 

Зная поле потенциала, значения компонент 

вектора скорости потока в биореакторе опреде-

ляют по формулам [8, 9, 14]: 

 ,
P P

u v
x y

 
 
 

. 

Рассмотрим разницу зависимостей, с помо-

щью которых осуществляют численное инте-

грирование моделирующих уравнений. Так, для 

расчета концентрации субстрата в биореакторе 

используют переменно-треугольную двушаго-

вую схему расщепления [2]. На первом этапе 

расщепления расчетная зависимость имеет вид: 

1 1

1 2 2
1 12
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На втором шаге расщепления расчетная за-

висимость такова: 

1 11
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где 
2

u u
u 

 , 
2

u u
u 

 . 

Для второго уравнения разностные схемы 

имеют вид: 

– расчетная зависимость на первом шаге:  
1 1

1 2 2
1 12

n n

n ij ij ij ijn
ij ij

v S v S
S S Vt

Vy
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2 2
1 1
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    ; (9) 
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– расчетная зависимость на втором шаге: 

1 11
1 11 2

n n
n ij ij ij ijn

ij ij

v S v S
S S Vt

Vy

   
  


    

1 1
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1 1
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Vt Vt
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    , (10) 

где 

2

v v
v


 , 

2

v v
v


 . 

Для построения локальной одномерной схе-

мы решения уравнения (6) делаем следующие 

преобразования. Во-первых, представим это 

уравнение в виде: 

 
2 2

2 2

P P P

t x y

  
 

  
, (11) 

где t – фиктивное время. 

Далее уравнение (11) разделяем так: 

 
2

2

P P

t x

 


 
; (12) 

 
2

2

P P

t y

 


 
. (13) 

Уравнение (12) описывает изменение вели-

чины Р в направлении оси X, а уравнение (13) – 

изменение в направлении Y. 

Расчетные зависимости (метод Ричардсона) 

для определения неизвестного значения Р на 

базе уравнения (12) имеют вид: 

 
1, , , 1,1

, , 2 2

n n n n
i j i j i j i jn n

i j i j

P P P P
P P Vt Vt

x x

 
  

  
  . (14) 

Соответственно, расчетные зависимости 

(метод Ричардсона) для определения неизвест-

ного значения Р на базе уравнения (13): 

 
, 1 , , , 11

, , 2 2

n n n n
i j i j i j i jn n

i j i j

P P P P
P P Vt Vt

y y

 
  

  
  . (15) 

Так как мы решаем эволюционное уравне-

ние, то расчет по зависимостям (14)–(15) закан-

чивается, когда выполняется условие: 

 1
, ,
n n

i j i jP P    , 

где ε – малое число; n – номер итерации. 

Скорость течения рассчитываем следующим 

образом: 

 
1, ,i j i jP P

u
x

 



, 

 
, 1 ,i j i jP P

v
y

 



. 

Для численного интегрирования уравнений 

(3)–(4) используют метод Эйлера [5]. 

Алгоритм решения такой задачи включает 

два главных этапа. 

На первом этапе выполняют следующие ша-

ги: 

1) рассчитывают поле потенциала скорости 

P (x, y) в аэротенке; 

2) определяют поле скорости потока u (x, y), 

v (x, y) в аэротенке. 

Второй этап (расчет на временном шаге dt) 

содержит следующие шаги: 

1) рассчитывают изменение концентрации 

активного ила в аэротенке за счет движения 

потока и диффузии; 

2) рассчитывают изменение концентрации 

субстрата в аэротенке за счет движения потока 

и диффузии; 

3) рассчитывают изменение концентрации 

активного ила и субстрата в каждой разностной 

ячейке на базе модели Monod; 

4) расчет повторяют на новом временном 

шаге, начиная с п. 1. 

На базе построенной численной модели бы-

ла разработана компьютерная программа «BIO–

2К». Программирование выполнено на алго-

ритмическом языке FORTRAN. 

Результаты 

Приведем результаты решения задачи по 

оценки эффективности работы аэротенка с по-

мощью, разработанной CFD-модели. Были рас-

сматрены следующие сценарии: 
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сценарий № 1: аэротенк работает без допол-

нительных элементов внутри сооружения; 

сценарий № 2: аэротенк имеет одну пласти-

ну внутри сооружения; 

сценарий № 3: аэротенк имеет две пластины 

внутри сооружения; 

сценарий № 4: аэротенк работает как резер-

вуар для деструкции субстрата, но нет попада-

ния и выхода субстрата и активного ила. То 

есть в данном сценарии аэротенк – это емкость, 

наполненная активным илом и субстратом, 

и был исследован процесс изменения их кон-

центрации по модели Monod. 

Расчеты выполнены при следующих исход-

ных данных: 

Sin = 360 мг/л – концентрация субстрата 

(БПКпов), которая поступает в сооружение;  

размеры биореактора 15x5 м;  

( )sQ t = 3 495 м3/сутки – расход сточных 

вод; x y  2x10-4 м2/сутки;  

200inX  мг/л – концентрация активного 

ила, который поступает в реактор; 

max = 1,04 – параметр показателя воспроиз-

водимости; 

Ks = 100 мг/л – параметр илового индекса; 

Kd = 0,055 1/сутки – коэффициент, который 

учитывает смерть микроорганизмов;  

Y = 0,55 – параметр в модели Monod. 

Начальное условие: Sin = 360 мг/л, Xin = 

200 мг/л, – концентрация субстрата и активного 

ила в реакторе для момента времени t = 0. 

На рис. 1–4 показано, как изменяется кон-

центрация субстрата на выходе из реактора для 

рассматриваемых сценариев. Концентрация 

является осредненной по ширине аэротенка для 

момента времени t = 1,5 (время безразмерное). 

Каждое число на приведенных рисунках пока-

зывает концентрацию субстрата в процентах от 

максимальной концентрации (это концентрация 

на входе в реактор Sin = 360 мг/л). 

Как видно из приведенных рисунков, поле 

концентрации субстрата внутри реактора мож-

но поделить на две зоны. Первая зона соответ-

ствует диапазону концентрации от 99 до 10 % 

и занимает примерно первую половину реакто-

ра. Вторая зона соответствует концентрации 

субстрата в диапазоне 10–3 % (выход из реак-

тора). Граница между зонами имеет вид 

«наклонной» линии. Вторая зона имеет даже 

«разреженный» вид. Значительная концентра-

ция субстрата в первый зоне обусловлена по-

стоянным попаданием его в сооружение сквозь 

входное отверстие. 

Рис. 1. Концентрация субстрата в биореакторе 

(нет пластин, сценарий № 1) 

Рис. 2. Концентрация субстрата в биореакторе 

(одна пластина, сценарий № 2) 

Рис. 3. Концентрация субстрата в биореакторе 

(две пластины, сценарий № 3) 

Рис. 4. Концентрация субстратa в биореакторе, 

t = 1,5 (нет течения в реакторе, сценарий № 4) 
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На рис. 5 показано поле концентрации ак-

тивного ила в сооружении (каждое число – 

концентрация активного ила в процентах от 

максимального значения концентрации на дан-

ный момент времени, для этого момента вре-

мени – Xmax = 620,76 мг/л). Эта концентрация 

постепенно уменьшается от входного отверстия 

(где активноый ил входит в реактор) к выход-

ному. 

 

Рис. 5. Концентрация активного ила в биореакторе,  

t = 1,5 (две пластины, сценарий № 3) 

Так, в табл. 1 показано среднее значение 

концентрации субстрата на выходе из реактора 

для момента времени t = 1,5 для каждого сце-

нария. 

Таблица 1  

Среднее значение концентрации субстрата на 

выходе из биореактора 

Сцена-

рий 

Сцена-

рий № 1 

Сцена-

рий № 2 

Сцена-

рий № 3 

Сцена-

рий № 4 

Концен-

трация 

19,95 

мг/л 

17,37 

мг/л 

14,71 

мг/л 

1,63 

мг/л 

 

Как видно из табл. 1, пластины в сооруже-

нии влияют на эффективность очистки воды  

в биореакторе. Наиболее активно процесс 

очистки воды проходит, если нет движения  

в реакторе (сценарий № 4), т. е. – если нет по-

падания в реактор новых порций субстрата. Та-

ким образом, можно сделать вывод, что управ-

ление качеством очистки сточных вод в биоло-

гических реакторах возможно за счет использо-

вания дополнительных элементов  

в сооружении – пластин. 

Также важно сравнить динамику скорости 

очистки воды в реакторе, если нет движения 

(сценарий № 4) и когда есть движение (сцена-

рий № 1). Биологические реакторы в сценариях 

№ 1 и № 4 имеют одинаковую геометрию, по-

этому такое сравнение является логичным.  

В табл. 2 показаны результаты расчетов для 

этих реакторов. 

Таблица 2  

Среднее значение концентрации субстрата  

на выходе из биореактора 

Время 

(безразмерное) 

Сценарий № 4 Сценарий 

 № 1 

0,6 148,32 мг/л 133,81 мг/л 

0,96 44,71 мг/л 55,38 мг/л 

1,2 12,25 мг/л 32,76 мг/л 

1,4 2,89 мг/л 22,66 мг/л 

1,5 1,63 мг/л 19,95 мг/л 

 

Анализ данных табл. 2 показывает, что при-

мерно с момента времени t = 0,96 начинается 

замедление процесса очистки воды в реакторе, 

где имеет место движение (сценарий № 1).  

К моменту времени t = 1,5 концентрация суб-

страта на выходе из реактора, где есть движе-

ние, очень существенно отличается от концен-

трации для реактора, где нет движения. 

Отметим, что время при расчете каждого 

сценария составило 5 с. 

Научная новизна и практическая  

значимость 

Предложена новая численная 2D-модель для 

оценки эффективности работы аэротенка. Осо-

бенностью модели является возможность оцен-

ки работы аэротенка с учетом его геометриче-

ской формы и расположения в сооружении до-

полнительных пластин. Моделируемые уравне-

ния отражают фундаментальный закон 

механики сплошной среды – закон сохранения 

массы. 

Разработанная численная модель позволяет 

определять поле концентрации субстрата и ак-

тивного ила в биореакторе. Модель может быть 

полезна при проведении расчетов в случае про-

ектирования сооружений биологической очист-

ки или при реконструкции имеющихся биоре-

акторов. 
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Выводы 

В статье разработана новая численная мо-

дель, позволяющая определять эффективность 

работы аэротенка с учетом его геометрической 

формы. Результаты вычислительных экспери-

ментов показывают, что использование допол-

нительных элементов в аэротенке способствует 

повышению эффективности очистки воды. 

В дальнейшем это научное направление 

следует развивать в области разработки чис-

ленных моделей для оценки эффективности 

работы аэротенка на базе уравнения Навье-

Стокса. 
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КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ БІОЛОГІЧНОГО 

ОЧИЩЕННЯ СТІЧНИХ ВОД В АЕРОТЕНКАХ ІЗ ПЛАСТИНАМИ 

Мета. Визначення ефективності роботи аеротенків на етапі проєктування або реконструкції біореакто-

рів, у яких здійснюється біологічне очищення стічних вод, вимагає використання спеціальних математичних 

моделей і методів розрахунку. Основною метою статті є розробка CFD-моделі для оцінки ефективності ро-

боти аеротенка. Методика. Для комп’ютерного розрахунку процесу біологічного очищення стічних вод  

в аеротенку, з урахуванням гідродинаміки, розроблена чисельна модель. В основу моделі покладено двови-

мірні рівняння збереження маси для субстрату та активного мулу та рівняння для потенціалу швидкості. 

Процес біологічного перетворення субстрату розраховано на базі моделі Monod. Для чисельного інтегру-

вання рівнянь масопереносу активного мулу та субстрату використано поперемінно-трикутну різницеву 

схему розщеплення. При цьому базові рівняння розщеплено на два рівняння більш спрощеного вигляду. Для 

чисельного інтегрування рівняння для потенціалу швидкості здійснено його розщеплення на два одновимір-

них рівняння. Далі кожне рівняння розв’язано за явною схемою. Для чисельного інтегрування рівнянь,  

що описують процес трансформації субстрату на базі моделі Monod, використано метод Ейлера.  

Результати. Здійснено програмну реалізацію побудованої чисельної моделі. Наведено результати обчислю-

вального експерименту з дослідження процесу очищення стічних вод в аеротенку за рахунок використання 

додаткових елементів у споруді–пластин. Це дозволяє зробити висновки, що управління якістю очищення 

стічних вод в аеротенках можливе за допомогою застосування пластин. Наукова новизна. Розроблено бага-

тофакторну CFD-модель, що дозволяє швидко оцінити ефективність роботи аеротенка. Особливістю моделі 

є можливість оцінки роботи аеротенка з урахуванням його геометричної форми та розташування в споруді 

додаткових пластин. Практична значимість. Побудована чисельна модель може бути використана під час 

проведення розрахунків у випадку проєктування споруд аеротенків або під час визначення ефективності 

очищення стічних вод за нових умов експлуатації. 
Ключові слова: очищення води; чисельне моделювання; аеротенк; модель Monod; CFD-моделі; 

біологічне очищення; стічні води; активний мул; концентрація забруднювальних речовин 
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COMPUTER SIMULATION OF BIOLOGICAL WASTEWATER 

TREATMENT PROCESSES IN AEROTANKS WITH PLATES 

Purpose. Efficiency determination of the aeration tank at the stage of design or reconstruction of bioreactors in 

which biological wastewater treatment is carried out requires the use of special mathematical models and calculation 

methods. The main purpose of the article is to develop CFD models for evaluating the operation efficiency of aera-

tion tanks. Methodology. A numerical model has been developed for the computer calculation of the biological 

wastewater treatment process in aerotanks, taking into account hydrodynamics. The model is based on two-level 

mass conservation equations for the substrate and activated sludge and the velocity potential equation. The process 

of biological transformation of the substrate is calculated based on the Monod model. For the numerical integration 

of the mass transfer equations of activated sludge and substrate, the alternating-triangular difference splitting scheme 

is used. In this case, the basic equations are divided into two equations of a more simplified form. For the numerical 

integration of the equations for the velocity potential, it is split into two one-dimensional equations. Further, each 

equation is solved according to explicit scheme. For the numerical integration of equations that describe the process 

of substrate transformation based on the Monod model, the Euler method is used. Findings. The software imple-

mentation of the constructed numerical model has been carried out. The results of a computational experiment 

on the study of the wastewater treatment process in an aeration tank with plates are presented. This leads to the 

conclusion that the quality control of wastewater treatment in aeration tanks is possible with the help of plates. 

Originality. A multivariate CFD model has been developed, which makes it possible to quickly assess the efficien-

cy of the aeration tank. A feature of the model is the ability to evaluate the operation of the aeration tank, taking into 

account its geometric shape and location of additional plates in the construction. Practical value. The constructed 

numerical model can be used during calculations in the case of designing aeration tanks, or in determining the effi-

ciency of wastewater treatment under new operating conditions. 
Keywords: water purification; numerical modeling; aerotank; model Mono; CFD models; biological cleaning; 

wastewater; activated sludge; concentration of pollutants 
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