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О ВЫПОЛНЕНИИ СЛОЖНЫХ ОПЕРАЦИЙ В НЕПОЗИЦИОННОЙ 
СИСТЕМЕ СЧИСЛЕНИЯ ОСТАТОЧНЫХ КЛАССОВ 

Цель. Работа предполагает теоретическое обоснование методики повышения эффективности выполне-
ния в непозиционной системе счисления остаточных классов сложных, так называемых немодульных, опе-
раций, для реализации которых необходимо знание цифр операндов по всем разрядам. Методика. Для дос-
тижения поставленной цели числа представляются в системе нечётных модулей, при этом результат выпол-
нения операции определяется на основе установления чётности операндов. Определение чётности осущест-
вляется путём нахождения суммы по модулю два значений позиционных характеристик числа по всем его 
модулям. Алгоритм получения позиционной характеристики включает итерации двух видов. Итерация пер-
вого вида состоит в переходе от данного числа к меньшему числу, в котором остатки по одному или не-
скольким модулям равны нулю. Достигается это вычитанием из всех остатков значения одного из них. Ите-
рация второго вида состоит в переходе от данного числа к меньшему числу за счёт исключения модулей, 
остатки по которым равны нулю, путём деления данного числа на произведение этих модулей. Итерации 
выполняются до тех пор, пока остатки по одному, всем или некоторым модулям не окажутся равными нулю, 
а остальные модули будут исключены. Предлагаемая методика отличается своей простотой и позволяет бы-
стро получить результат операции. Результаты. Получены весьма несложные решения немодульных опера-
ций определения выхода за пределы диапазона результата сложения или вычитания пары чисел, сравнения 
пары чисел, определения принадлежности числа данной половине диапазона, определения чётности чисел, 
представленных в непозиционной системе счисления остаточных классов. Научная новизна. Предложены 
новые эффективные подходы к решению немодульных операций системы счисления остаточных классов. 
Представляется целесообразным рассматривать данные подходы в качестве направления исследований по 
повышению эффективности модулярных вычислений. Практическая значимость. Рассмотренные решения 
обладают высоким быстродействием и могут быть эффективными при разработке модулярных вычисли-
тельных структур. 

Ключевые слова: остаточные классы; число; сложные операции; позиционная характеристика; чётность 
числа; итерация 

Введение 

В настоящее время проводятся интенсивные 
исследования по повышению эффективности 
вычислений на основе представления чисел  
в системе остаточных классов (СОК) за счет 
параллельного выполнения операций над ос-
татками [1, 13]. 

СОК называется система счисления, в кото-
рой произвольное число N  представляется  
в виде набора наименьших неотрицательных 
остатков по модулям , , ,1 2m m mn… , то есть 

( ), , ,1 2N n= α α α… . Здесь (mod )N mi iα = . 

При этом, если числа mi  взаимно простые, то 

такому представлению соответствует только 

одно число N  диапазона [ )0, M , где 

1 2M m m mn= … . 

Преимущества остаточной арифметики под-
робно изложены в [2, 6, 12]. Однако, возникают 
определенные трудности [5] при реализации 
немодульных, так называемых сложных, опе-
раций, для выполнения которых необходимо 
знание цифр операндов по всем разрядам.  
В связи с важностью и актуальностью разрабо-
ток по совершенствованию машинной арифме-
тики СОК результаты этих работ систематиче-
ски рассматривались в периодических научно-
технических изданиях [3, 4, 7, 8, 10, 11, 14, 15]. 
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Цель 

Целью данной работы является теоретиче-
ское обоснование методики повышения эффек-
тивности выполнения в непозиционной системе 
счисления остаточных классов сложных, так 
называемых немодульных, операций, для реа-
лизации которых необходимо знание цифр опе-
рандов по всем разрядам. 

Методика 

Значительное количество работ по повыше-
нию быстродействия сложных операций по-
священо системам, в которых один из модулей 
равен двум. Вместе с тем немодульные опера-
ции определения выхода за пределы диапазона 
результата сложения или вычитания пары чи-
сел, сравнения пары чисел, определения при-
надлежности числа данной половине диапазона 
весьма несложно могут быть выполнены в сис-
теме нечетных модулей. Так, для сложения или 
вычитания пары чисел результат определяется 
в соответствии с табл. 1. 

Таблица  1  

Определение результата сложения (вычитания) 
пары чисел 

Table 1  

Determination the result of addition (subtraction)  
of a number pair 

Число 1 Число 2 Сумма, Разность Результат 

чт чт чт 0 

чт чт нчт 1 

чт нчт нчт 0 

чт нчт чт 1 

нчт чт нчт 0 

нчт чт чт 1 

нчт нчт чт 0 

нчт нчт нчт 1 
 
В табл.1 «чт» и «нчт» обозначают четность 

и нечетность числа, «0» и «1» – выход и невы-
ход результата за пределы диапазона соответ-
ственно. 

Сравнение чисел осуществляется вычитани-
ем одного числа из другого и определением 

результата сравнения в соответствии с табл. 1. 
При этом результат «0» означает, что «Число 
1» больше или равно «Числу 2», результат «1» 
– «Число 1» меньше «Числа 2». 

Определение принадлежности чисел данной 
половине диапазона производится умножением 
чисел на 2. При этом все полученные произве-
дения должны быть четными. Для чисел ниж-
ней половины диапазона произведения остают-
ся четными, поскольку они не выходят за верх-
нюю границу диапазона. Для чисел верхней 
половины диапазона произведения выходят за 
верхнюю границу диапазона и, соответственно, 
они становятся нечетными. 

Таким образом, реализация рассмотренных 
сложных операций основана на определении 
четности операндов. 

Алгоритм определения четности числа  
в нечетной системе модулей состоит в следую-
щем. 

Пусть системой оснований полиадического 
кода также является система , , ,1 2m m mn… . 

Тогда число N  в полиадическом коде пред-
ставляется следующим образом 

1 2 1 1 2 1N m m m mi i= π + π + + π +−… …  

1 1 2 2 1 2 1m m m m m mn n n n+ + π + π− − −" … … , 

где 0 1i imπ≤ ≤ − . 
Поскольку все модули нечетные, четность 

N  определяется значением 

 1 2 1I i n n= π + π + + π + + π + π−… " .  

Следовательно, метод базируется на полу-
чении суммы значений позиционных характе-
ристик, определяемых в соответствии с выра-
жением 

( ( (1 1 2 2 3 1N m m mi i= π + π + π + + π +−…  

( )) )2 1 1m mn n n n+ + π + π− − −" … … . 

Разобьем диапазон M  на im  интервалов 
длины 1 2 1 1 1i i n nm m m m m m− + −…  каждый. 
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Здесь tP  – t -й интервал, 0,1,2, , 1it m= −… . 
Алгоритм получения позиционной характе-

ристики включает итерации двух видов. Итера-
ция первого вида состоит в переходе от данно-
го числа N  к меньшему числу N� , в котором 
остатки по одному или нескольким модулям 
равны нулю. Достигается это вычитанием из 
всех остатков значения одного из них, 

sN N= −α� , где (mod )s sN mα = . Таким обра-
зом, полученное число становится кратным 
этим модулям. Поскольку s Nα ≤ , то при пере-
ходе от N  к N�  число N�  не выходит из интер-
вала N - го числа. 

Итерация второго вида состоит в переходе 
от числа N�  к меньшему числу N��  за счет ис-
ключения модулей, остатки по которым равны 
нулю, путем деления данного числа на произ-
ведение этих модулей. Поскольку при делении 
на модуль или произведение модулей как само-
го числа, так и границ интервала соотношение 
между ними не изменяется, число N��  не выхо-
дит из интервала N� - го числа, а поскольку де-
литель – модуль или произведение модулей – 
число нечетное, четность N��  совпадает с четно-
стью N� . 

Итерации выполняются до тех пор, пока ос-
татки по одному, всем или некоторым модулям 
из , , ,1 2m m mn…  не окажутся равными нулю,  

а остальные модули будут исключены, то есть 

 ( ) ( ), , , 0,1 2N Nn= α α α → ×��… . 

 

При этом 

 1 2 1I i n n= π + π + + π + + π + π−… " . 

Рассмотрим итерацию первого вида подроб-
нее. Пусть ( ), , , , ,1 2N s n= α α α α… … . Образуем 

число 

 
,1 1 2 2

, ,
sN

s n n s

α = α −α α = α −⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−α α = α −α⎝ ⎠

� �
�

�…
 

вычитанием остатка sα по модулю sm  из ос-

татков по всем модулям числа N . Естественно, 
все числа N�  диапазона [ )0, M  кратны модулю 

sm , то есть вероятность ( )0 1sp α = =� . При 
этом диапазон [ )0, M  окажется разбитым на 

1 1 2 1 1K m m m m ms s n= − +… …  интервалов дли-

ны sm , внутри каждого из которых значения 
разностей одинаковы и кратны .sm  Может ока-
заться, что наряду с 0sα =�  остатки по некото-

рому модулю sm  
числа N�  также равны нулю, 

например, 0sα =� , то есть число N�  кратно мо-

дулю rm . Количество интервалов, внутри кото-
рых значения разностей кратны rm , равно 

1
2 1 1 1 1 1

K
K m m m m m ms s r r nmr

= = − + − +… … … . 

Поскольку в каждом интервале содержится 
sm  чисел, то общее количество чисел с 0rα =�  

равно 1 1 1K m m m mr r n= − +… … , то есть веро-

ятность. ( ) 10 / 0r s
r

p
m

α = α = =� � . 

Будем называть модули , , ,1 2m m mn…  рабо-

чими, а объем диапазона M  рабочим. Введем 
ещё один – индикаторный модуль 0 2m = , ко-
торый не включается в состав рабочих моду-
лей. То есть все действия над операндами вы-
полняются только в системе рабочих модулей в 
пределах рабочего диапазона. Остаток 

( )0 0mod m 2α =  предназначен лишь для инди-
кации четности исследуемого числа в соответ-
ствии с 
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 1 2 1I i n n= π + π + + π + + π + π−… " . 

В табл. 2 представлена работа данного алго-
ритма (Алгоритм 1) определения четности чис-
ла 4483 (6,3,11,3,1)N = =  в системе модулей 

1 2 3 4 511, 7, 13, 5, 3m m m m m= = = = = . 
Из табл. 2 видно, что остаток по индикатор-

ному модулю 0 0(mod ) 1N mα = = , то есть число 
4483N =  – нечетное. Результат достигается за 

1 7T =  итераций. 
Быстродействие операции определения чет-

ности числа можно увеличить на основе алго-
ритма (Алгоритм 2) с помощью представления 

чисел в обратных кодах [10]. По данному алго-
ритму осуществляется одновременное пред-
ставление чисел в прямом и обратном кодах  
с выбором на каждой итерации варианта, при 
котором один или несколько остатков равны 
нулю. Табл. 3 иллюстрирует процесс определе-
ния четности того же числа 4483N =  в той же 
системе модулей 

 1 2 3 4 511, 7, 13, 5, 3m m m m m= = = = = . 

 

Таблица  2  
Работа Алгоритма 1 

Table 2  
Work Algorithm 1 

Модули 
Рабочие Индик. 

Число 

11 7 13 5 3 2 
4483 6 3 11 3 1 0 

-1 1 1 1 1 1 1 

Итерация 1 

4482 5 2 10 2 0 1 
Модули 

Рабочие Индик. 
Число 

11 7 13 5 3 2 
4482 5 2 10 2 0 1 

:3 3 3 3 3 0 1 

Итерация 2 

1494 9 3 12 4 х 1 
Модули 

Рабочие Индик. 
Число 

11 7 13 5 3 2 
1494 9 3 12 4 х 1 

-4 4 4 4 4 х 0 

Итерация 3 

1490 5 6 8 0 х 1 
Модули 

Рабочие Индик. 
Число 

11 7 13 5 3 2 
1490 5 6 8 0 х 1 

:5 5 5 5 0 х 1 

Итерация 4 

298 1 4 12 х х 1 
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Окончание  табл .  2  

End of  table 2  

Модули 
Рабочие Индик. 

Число 

11 7 13 5 3 2 

298 1 4 12 х х 1 
-12 1 5 12 х х 0 

Итерация 5 

286 0 6 0 х х 1 
Модули 

Рабочие Индик. 
Число 

11 7 13 5 3 2 
286 0 6 0 х х 1 

:(13*11) 0 3 0 х х 1 

Итерация 6 

2 х 2 х х х 1 
Модули 

Рабочие Индик. 
Число 

11 7 13 5 3 2 

2 х 2 х х х 1 
-2 х 2 х х х 0 

Итерация 7 

0 х 0 х х х 1 

 
Сопоставление значений остатков в шестой 

строке блоков А и В показывает, что количест-
во нулевых остатков в блоке В – больше, чем  
в блоке А. Поэтому принимаем блок В в каче-
стве активного. Поскольку система модулей 
нечетная, смена активного блока не изменяет 
четность числа. В блоке В выполняем деление 
числа N  на (3*5*13). В одиннадцатой строке 
блока В величина делителя (3*5*13) представ-
лена своими остатками по соответствующим 
модулям. Результат деления одновременно за-
писывается в двенадцатой строке обоих блоков. 

Сопоставление значений остатков в двена-
дцатой строке блоков А и В показывает, что  
в блоке А имеется остаток 1 0α =  по модулю 

1 11m = . Поэтому принимаем блок А в качестве 
активного. В семнадцатой строке активного 
блока А величина делителя (11) представлена 
своими остатками по соответствующим моду-
лям. 

Результат деления одновременно записыва-
ется в восемнадцатой строке обоих блоков. 

Из очередного сопоставления значений ос-
татков в двадцать второй строке блоков А и В 
видно, что нулевые остатки в обоих блоках от-
сутствуют. Поэтому заключительная итерация 
состоит в вычитании значения остатка 2 2α =  
по модулю 2 7m = . Получаем на индикаторном 
модуле значение остатка

 0 1α = . 
Результат по данному алгоритму достигает-

ся за 2 4T =  итерации, то есть в 1

2
1,75T

T
Θ = =  

быстрее. 

 

 

 

 

82



ISSN 2307–3489 (Print), ІSSN 2307–6666 (Online) 

Наука та прогрес транспорту. Вісник Дніпропетровського  
національного університету залізничного транспорту, 2016, № 2 (62) 

 

ІНФОРМАЦІЙНО-КОМУНІКАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ ТА МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

doi 10.15802/stp2016/67297 © Ю. Д. Полисский, 2016 

Таблица  3  

Работа Алгоритма 2 

Table 3  

Work Algorithm 2 

Блок А Блок В 
1 Модули   Модули 

2 Рабочие Индик.   Рабочие Индик. 

3 

Число 

11 7 13 5 3 2   

Число 

11 7 13 5 3 2 

4 4483 6 3 11 3 1 0   10531 4 3 1 1 1 0 
5 -1 1 1 1 1 1 1   -1 1 1 1 1 1 1 
6 

Итера-
ция 1 

4482 5 2 10 2 0 1   

Итера-
ция 1 

10530 3 2 0 0 0 1 
7 Модули   Модули 

8 Рабочие Индик.   Рабочие Индик. 

9 

Число 

11 7 13 5 3 2   

Число 

11 7 13 5 3 2 

10 4482 5 2 10 2 0 1   10530 3 2 0 0 0 1 
11                :(3*5*13) 8 6 0 0 0 1 
12 

Итера-
ция 2 

                

Итера-
ция 2 

54 10 5 х х х 1 
13 Модули   Модули 

14 Рабочие Индик.   Рабочие Индик. 

15 

Число 

11 7 13 5 3 2 

Число 

11 7 13 5 3 2 

16 22 0 1 х х х 1 

 
54 10 5 х х х 1 

17 :11 0 4 х х х 1                 
18 

Итера-
ция 3 

2 х 2 х х х 1   

Итера-
ция 3 

              
19 Модули   Модули 

20 Рабочие Контр.   Рабочие Контр. 

21 

Число 

11 7 13 5 3 2   

Число 

11 7 13 5 3 2 

22 2 х 2 х х х 1   4 х 4 х х х 1 

23 -2 х 2 х х х 0                 

24 

Итера-
ция 4 

0 0 х х х   1   

Итера-
ция 4 

             
 

Результаты 

Получены весьма несложные решения  
немодульных операций определения выхода за 
пределы диапазона результата сложения или 
вычитания пары чисел, сравнения пары чисел, 
определения принадлежности числа данной 
половине диапазона, определения чётности 
числа. 

 

 

Научная новизна и практическая  
значимость 

Предложены новые подходы к решению  
немодульных операций системы остаточных 
классов. Представляется целесообразным рас-
сматривать данные подходы в качестве направ-
ления исследований по повышению эффектив-
ности модулярных вычислений. Рассмотренные 
решения обладают высоким быстродействием  
и могут быть реализованы при разработке мо-
дулярных вычислительных структур. 
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Выводы 

Рассмотрены вопросы выполнения немо-
дульных операций в системе остаточных клас-
сов. Показано, что эти операции могут быть 
достаточно несложно реализованы в системе 
нечетных модулей на основе определения чет-
ности операндов. Определение четности осу-
ществляется путем нахождения суммы значе-
ний позиционных характеристик числа по мо-
дулю два. Алгоритм получения позиционной 
характеристики включает итерации двух видов: 
вычитание из всех остатков значения одного из 
них и исключения модулей, остатки по кото-
рым равны нулю. Рассмотренные решения об-
ладают высоким быстродействием и могут 
быть реализованы при разработке модулярных 
вычислительных структур. Представляется це-
лесообразным рассматривать предложенные 
подходы в качестве направления исследований 
по повышению эффективности немодульных 
операций в системе остаточных классов. 
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ПРО ВИКОНАННЯ СКЛАДНИХ ОПЕРАЦІЙ  
У НЕПОЗИЦІЙНІЙ СИСТЕМІ ЧИСЛЕННЯ ЗАЛИШКОВИХ КЛАСІВ 

Мета. Робота передбачає теоретичне обґрунтування методики підвищення ефективності виконання у не-
позиційній системі числення залишкових класів складних, так званих немодульних, операцій, для реалізації 
яких необхідно знати цифри операндів по всіх розрядах. Методика. Для досягнення поставленої мети числа 
представляються в системі непарних модулів, при цьому результат виконання операції визначається на ос-
нові встановлення парності операндів. Визначення парності здійснюється шляхом знаходження суми по мо-
дулю два значень позиційних характеристик числа по всіх його модулях. Алгоритм отримання позиційної 
характеристики включає ітерації двох видів. Ітерація першого виду полягає в переході від даного числа до 
меншого числа, в якому залишки по одному або декількох модулях дорівнюють нулю. Досягається це відні-
манням із усіх залишків значення одного з них. Ітерація другого виду полягає в переході від даного числа до 
меншого числа за рахунок виключення модулів, залишки за якими дорівнюють нулю, шляхом ділення цього 
числа на добуток цих модулів. Ітерації виконуються до тих пір, доки залишки по одному, всім або деяким 
модулям не стануть дорівнювати нулю, а решта будуть виключені. Запропонована методика відрізняється 
своєю простотою та дозволяє швидко отримати результат операції. Результати. Отримані досить нескладні 
рішення немодульних операцій визначення виходу за межі діапазону результату додавання або віднімання 
пари чисел, порівняння пари чисел, визначення приналежності числа даній половині діапазону, визначення 
парності чисел, представлених у непозиційній системі числення залишкових класів. Наукова новизна. За-
пропоновані нові ефективні підходи до вирішення модульних операцій системи числення залишкових кла-
сів. Представляється доцільним розглядати ці підходи як напрямок досліджень по підвищенню ефективності 
модулярних обчислень. Практична значимість. Розглянуті рішення мають високу швидкодію і можуть 
бути ефективними при розробці модулярних обчислювальних структур. 

Ключові слова: залишкові класи; число; складні операції; позиційна характеристика; парність числа; іте-
рація 
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ABOUT COMPLEX OPERATIONS IN NON-POSITIONAL  
RESIDUE NUMBER SYSTEM 

Purpose. The purpose of this work is the theoretical substantiation of methods for increased efficiency of execu-
tion of difficult, so-called not modular, operations in non-positional residue number system for which it is necessary 
to know operand digits for all grade levels. Methodology. To achieve the target the numbers are presented in odd 
module system, while the result of the operation is determined on the basis of establishing the operand parity. The 
parity is determined by finding the sum modulo for the values of the number positional characteristics for all of its 
modules. Algorithm of position characteristics includes two types of iteration. The first iteration is to move from this 
number to a smaller number, in which the remains of one or more modules are equal to zero. This is achieved by 
subtracting out of all the residues the value of one of them. The second iteration is to move from this number to  
a smaller number due to exclusion of modules, which residues are zero, by dividing this number by the product of 
these modules. Iterations are performed until the residues of one, some or all of the modules equal to zero and other 
modules are excluded. The proposed method is distinguished by its simplicity and allows you to obtain the result of 
the operation quickly. Findings. There are obtained rather simple solutions of not modular operations for definition 
of outputs beyond the range of the result of adding or subtracting pairs of numbers, comparing pairs of numbers, 
determining the number belonging to the specific half of the range, defining parity of numbers presented in non-
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positional residue number system. Originality. The work offered the new effective approaches to solve the non-
modular operations of the non-positional residue number system. It seems appropriate to consider these approaches 
as research areas to enhance the effectiveness of the modular calculation. Practical value. The above solutions have 
high performance and can be effective in developing modular computing structures. 

Keywords: residue classes; number; complex operations; positional characteristic; parity number; iteration 
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