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ОСНОВИ МАТЕМАТИЧНОГО ОПИСУ ХВИЛЬОВОЇ МОДЕЛІ 
ПОШИРЕННЯ НАПРУЖЕНЬ У ЗАЛІЗНИЧНІЙ КОЛІЇ 

Мета. В сучасних наукових дослідженнях неодноразово наводились практичні приклади виникнення 
динамічних ефектів роботи залізничної колії, які виходять за межі статичних розрахункових схем. Особли-
вої актуальності такі питання набувають на ділянках, де швидкість руху поїздів наближається до швидко-
стей розповсюдження хвиль у шарах підрейкової основи. Адекватним інструментом для вивчення таких пи-
тань може бути застосування хвильової теорії поширення напружень. Метою цієї роботи є створення мате-
матичного опису основних принципів хвильової моделі поширення напружень у залізничній колії, які мо-
жуть бути використані як основа для практичних розробок відповідних розрахункових систем.  
Методика. Модель напружено-деформованого стану залізничної колії на основі хвильової теорії поширення 
напружень полягає в поєднанні рівнянь геометрії обрису частини простору системи, що залучена до взаємо-
дії на дану мить часу, і рівнянь динамічної рівноваги її деформації. Розв’язання задачі базується на викорис-
танні законів теорії пружності. Фронт хвилі описується рівняннями еліпсоїда. При визначенні зміни в часі 
положення поверхні еліпсоїда застосовується векторний підхід. Результати. Рівняння геометрії руху хвилі 
визначають обсяги речовини шарів підрейкової основи, які беруть участь у взаємодії на дану мить. Визна-
чення динамічної рівноваги деформованого стану простору, обмеженого фронтом хвилі, дає змогу розраху-
вати як самі напруження й деформації, так і їх зміну за час сприйняття навантаження. Таким чином,  
у роботі отримані математичні описи процесів, що мають місце при сприйнятті навантаження елементами 
залізничної колії при високих швидкостях руху. Наукова новизна. Набули подальший розвиток задачі мо-
делювання взаємодії колії та рухомого складу, зокрема, з урахуванням динамічного прогину підрейкової 
основи. Вперше подані основи математичного опису хвильової моделі поширення напружень  
в залізничній колії, які можуть бути використані для виконання практичних розрахунків.  
Практична значимість. Отримані автором дані можуть бути використані для обґрунтування конструкції 
колії або встановлення відповідних значень допустимих швидкостей для впровадження руху поїздів із висо-
кими швидкостями. 

Ключові слова: залізнична колія; взаємодія колії та рухомого складу; хвильова модель; високошвидкіс-
ний рух; теорія пружності 

Вступ 

Збільшення значень швидкості руху поїздів 
є одним із напрямків розвитку залізничного 
транспорту України [7, 9, 10]. Вирішення таких 
завдань вимагає не тільки відповідних техніч-
них засобів, а й методично-розрахункових. Ба-
гато моделей та методик, що використовуються 
для аналізу напружено-деформованого стану 
залізничної колії, базуються на допущеннях  
і гіпотезах, адекватних тільки для певних рівнів 
швидкості руху. Так межі застосовування має 
припущення щодо тотожності статичного і ди-
намічного прогину колії (гіпотеза Н. П. Петро-
ва), припущення щодо миттєвого залучення до 

взаємодії всіх шарів підрейкової основи тощо. 
При достатньо високих значеннях швидкості 
руху виникають ефекти, для опису яких потрі-
бно враховувати динаміку прогину рейкової 
колії. 

В сучасних наукових дослідженнях неодно-
разово наводились практичні приклади виник-
нення динамічних ефектів роботи залізничної 
колії, які виходять за межі статичних розрахун-
кових схем. Особливо актуальними такі питан-
ня є на ділянках, де швидкість руху поїздів на-
ближається до значення швидкості поширення 
хвиль в шарах підрейкової основи. 

Так, на ділянці залізниці, що проходить по 
набережній Стілтон у Великобританії, фіксува-
лась різка зміна прогинів колії на швидкості 
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180 км/год. Пояснення знайшли у наявності під 
баластом м’яких ґрунтів, а саме торфу та мули-
стої глини [21]. 

У Голландії на ділянці між Амстердамом  
і Утрехтом виконувались тести з вимірювання 
значень швидкості поширення хвиль в ґрунті 
для можливості проходження французького 
поїзда TGV зі швидкостями більше ніж 
160 км/год на ділянках з насипами, що склада-
лися із слабких ґрунтів [21]. 

На південному заході Швеції на ділянці Ге-
теборг–Мальме швидкість швидкісного поїзда 
X2000 була обмежена до 160 км/год через хви-
льові явища в ґрунті [18]. 

Питання щодо появи запізнювання прогину 
рейки при високих значеннях швидкості руху 
порушувалися в роботі австрійських авторів 
[1], де, крім теоретичних міркувань, наведені 
результати експериментальних підтверджень 
відповідних ефектів на дослідних ділянках біля 
Відня при значеннях швидкості руху більше 
ніж 230 км/год. 

Ті чи інші засоби врахування динаміки про-
гину залізничної колії зустрічаються під час 
вирішення різноманітних задач. Як правило, 
вони носять характер корегування вже існую-
чих методів розрахунку. Наприклад, в роботі 
[15] наводиться розгорнутий аналіз поширення 
напружень в баласті з урахуванням динамічних 
явищ через коефіцієнти, також роботу баласту 
досліджено в роботі [13]. В роботах [12, 16] 
розглянуто використання георешіток для збі-
льшення модуля пружності підрейкової основи 
і зменшення вібрацій. В роботі [20] запропоно-
вано моделювання поширення хвиль в ґрунті 
залізничної колії в комп’ютерній системі 
PLAXIS (finite element method). В роботах  
[17, 19] розглянуто вібрації в ґрунті та стійкість 
насипу залежно від профілю земляного полот-
на. В роботі [11] обґрунтовано розрахункову 
методику визначення критичних значень хвиль 
Релея для залізничної колії. 

Аналіз вказаних вище та інших досліджень 
показав, що важливим фактором при вирішенні 
поставлених питань є динамічна рівновага сис-
теми саме для відокремленого простору під-
рейкової основи, який вступив у взаємодію на 
дану мить часу. Адекватним інструментом для 
цього може бути застосування хвильової теорії 
поширення напружень. 

Мета 

Метою цієї роботи є створення математич-
ного опису основних принципів хвильової мо-
делі поширення напружень в залізничній колії, 
який може бути використаний як основа для 
практичних розробок відповідних розрахунко-
вих систем. 

Методика 

Модель напружено-деформованого стану 
залізничної колії на основі хвильової теорії по-
ширення напружень полягає в поєднанні рів-
нянь геометрії обрису частини простору систе-
ми, що залучена до взаємодії на дану мить часу, 
і рівнянь динамічної рівноваги її деформації. 

Для отримання первинних загальних поло-
жень рівнянь поширення напружень в товщі 
матеріалу приймемо низку положень: розгляда-
ється тривимірний простір у декартовій системі 
координат; сила до об’єкта прикладається в то-
чці, яка співпадає з початком координат; на-
прямок дії сили співпадає з віссю «y», а повер-
хня об’єкта, на якій розташована точка прикла-
дання сили, лежить в площині «xz»; простору, 
який вступив у взаємодію з силою на мить t , 
відповідає множина точок, обмежена поверх-
нею – фронт хвилі, яку можна описати рівнян-
нями еліпсоїда, рис. 1. 

 
Рис. 1. Поверхня фронту хвилі  
у прийнятій системі координат 

Fig. 1. The surface of the wave front  
in the adopted coordinate system 
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Тоді положення точок, які належать поверх-
ні еліпсоїда, будуть підпорядковані рівнянню 
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 (1) 

де tC , lC  – поперечна та поздовжня швидкість 
поширення хвилі відповідно. 

Значення швидкості поширення хвиль в ре-
човині є параметрами, які залежать від її фізич-
них характеристик і можуть бути визначені за 
формулами 
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, (2) 

де E  – модуль пружності Юнга; µ – коефіцієнт 
Пуассона; ρ  – щільність речовини. 

Геометричне положення точок еліпсоїда бу-
демо знаходити у векторному вигляді, рис. 2. 
Довжина вектора за напрямком α  з формули 
(1) буде визначатися як 

 tCαυ = , (3) 

де Cα  – швидкість поширення хвилі за напрям-
ком α  

 
2 2 2 2 2sin sin

t l

t t l

C CC
C C C
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− α + α

. (4) 

 
Рис. 2. Вектор для визначення геометричного місця 

точки на поверхні еліпса 

Fig. 2. The vector for determining the point locus  
on the surface of the ellipse 

Векторний підхід можна застосовувати при 
визначенні положення поверхні еліпсоїда для 
моменту часу 2t  відносно попереднього кроку 
розрахунку для часу 1t , рис. 3. 

 
Рис. 3. Вектор розширення еліпсоїда на кроці t∆  

Fig. 3. Vector of ellipsoid expansion on step t∆  

Тоді вектор буде визначати розширення елі-
псоїда у заданому напрямку ( );α γ : 

( ) ( )2 2 2 1 1 1; ; ; ;x y z x y zυ = −
G , а координати кінця 
вектора будуть підпорядковані виразу 
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 (5) 

Для загального випадку, коли точка прикла-
дання і напрямок дії сили може бути вільним, 
для кожної точки виконується перетворення 
координат з урахуванням зміщення та повороту 
системи виміру. 

Приклад еліпсоїдної поверхні, побудованої 
за викладеною методикою, для одного кроку 
розрахунку наведено на рис. 4 (для візуального 
сприйняття задано великі значення часового та 
кутових кроків розрахунку). 
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Рис. 4. Приклад побудови поверхні еліпсоїда 

Fig. 4. Example of the ellipsoid surface construction 

Визначимо рівняння динамічної рівноваги 
напруженого стану об’єкта. Для спрощення ви-
кладок розглянемо розрахунок напружень  
в одномірній системі координат – в стержні, як 
в об’єкті найпростішої форми. Крім того, така 
форма дає змогу розглядати тільки поздовжнє 
поширення пружної хвилі, вважаючи, що у тон-
кому стержні поперечною складовою можна 
нехтувати. За основу взята методика, описана 
Г. Кольським [5]. 

По довжині стержня визначимо елемент еле-
ментарної довжини xδ , рис. 5. 

 
Рис. 5. Розрахунковий елемент по довжині стержня 

Fig. 5. Calculable element at grip length 

Розв’язання задачі базується на використан-
ні законів теорії пружності [8]. На стінку еле-
мента діють рівномірно розподілені напружен-

ня xxσ . Стінка має площу A . Тоді напруження, 
які виникнуть на протилежній стінці елемента 
при проходженні по ньому пружної хвилі 

 xx
xx x

x
∂σ

δ + δ
∂

, (6) 

де xx

x
∂σ
∂

 – зміна напружень по довжині елемен-

та. 
Відповідно до другого закону Ньютона, ви-

разивши масу через об’єм і щільність, можна 
записати рівняння 

 
2

2
xxuA x A x
xt

∂σ∂
ρ δ = δ

∂∂
, (7) 

де u  – абсолютна деформація елемента. 
Після вилучення із сторін рівняння однако-

вих величин формула (7) набуде вигляду 

 
2

2
xxu
xt

∂σ∂
ρ =

∂∂
. (8) 

Напруження можна виразити через модуль 
пружності E  

 xx
uE
x
∂

σ =
∂

, (9) 

де u
x
∂
∂

 – відносна деформація елемента. 

Підставивши формулу (9) до формули (8), 
отримаємо рівняння поширення хвиль по-
вздовж стержня 

 
2 2

2 2
u uE

t x
∂ ∂

ρ =
∂ ∂

. (10) 

Таким чином, формули (1−5) дають геомет-
рію поширення хвилі напружень, яка відокрем-
лює простір, що бере участь у взаємодії з при-
кладеною силою, а формули (6−10) встанов-
люють динамічну рівновагу цього процесу. 

Результати 

Для розрахунків напружень в тілі вільного 
обрису розглянемо рух хвилі з кроком t∆ . На 
кожному кроці будемо мати еліпсоїдну поверх-
ню – фронт хвилі відповідно до значень поздо-
вжньої і поперечної швидкості руху з ураху-
ванням геометричної форми об’єкта 
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 ( ); ;x y z ∈Ω , (11) 

де Ω  – множина точок, які належать даному 
об’єкту. 

Порушення умови (11) при розв’язанні рів-
нянь (5) буде показувати перехід хвилі до на-
ступного об’єкта (або вихід у повітря), що по-
требуватиме зміни характеристик розповсю-
дження відповідно до фізичних властивостей 
нового об’єкта. 

Будемо поділяти об’єкт на сегменти, обме-
жені еліпсоїдними поверхнями суміжних кро-
ків руху хвилі. Перехід від однієї еліпсоїдної 
поверхні до наступної відбувається через мно-
жину векторів. 

Розглянемо i -й сегмент, обмежений двома 
сферичними поверхнями, рис. 6. Введемо низку 
позначень: 1i−σ , iσ  – напруження, що діють на 
попередню і наступну стінку сегмента; 1iS −  і iS  
–площа попередньої і наступної стінки сегмен-
та відповідно; iu  – амплітуда коливань часток 
речовини об’єкта в межах сегмента; im  – маса 
сегмента, визначається виходячи з об’єму, об-
меженого сферами, і щільності речовини; y∆  – 
відстань між стінками сегмента по осі дії сили. 

 
Рис. 6. Поділення об’єкта на сегменти,  

як простори між суміжними обрисами фронтів хвилі 

Fig. 6. Object segmenting as the spaces  
between adjacent outlines of the wave fronts 

Такі показники, як маса, площі, відстані ви-
значаються виходячи з геометрії поширення 
хвиль, тому будемо вважати їх відомими. Тоді 
аналогічно до формули (7) 

 
2

1 12
i

i i i i i
d um S S
dt − −= σ −σ . (12) 

Ця формула показує, що різниця потенціалів 
напружень на суміжних стінках сегмента урів-
новажується коливаннями маси часток речови-
ни з прискоренням. 

Напруження, що входять у формулу (12),  
не є постійними по всій площі стінки (на відмі-
ну від стержня на рис. 5), а тому потрібно ви-
значити закон розподілу напружень по поверх-
ні еліпсоїда. В різних секторах еліпсоїда будуть 
виникати різні напруження. Під напруженнями 

ασ  будемо мати на увазі такі, що діють за на-
прямком α  по горизонтальній площадці,  
рис. 7. Поодиноким випадком є напруження 

0σ , напрямок яких співпадає з напрямком дії 
прикладеного навантаження. 

 
Рис. 7. Напруження, які діють за напрямком α   

по горизонтальній площадці 

Fig. 7. Stresses acting in the direction α   
on the horizontal platform 

Для подальших дій потрібно мати функцію 
приведення напружень для будь-якого місця 
сегмента до напружень, які співпадають з на-
прямком дії сили ( 0σ ), рис. 8. 
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Рис. 8. Визначення функції розподілу напружень  

по обрису еліпсоїда 

Fig. 8. Determination of the stress distribution function 
on the ellipsoid outlines 

Виходячи з положень розв’язання задачі 
Буссинеску [8] відповідно до рис. 8 можна за-
писати 

 

0 2

2 2

;

cos ;l

k
A

A C t
k

C tα
α

⎫
σ = ⎪

⎪⎪= α ⎬
⎪
⎪σ =
⎪⎭

, (13) 

де k  – допоміжний коефіцієнт пропорційності. 
Поєднавши вирази (13), можна отримати за-

лежність 

 
2 2

0 2
coslС
Сα
α

α
σ = σ , (14) 

яка (при постійних значеннях швидкості розпо-
всюдження) не залежить від параметра часу. 

Виразимо швидкість за одним напрямком 
через іншу 

 t lC C= ϕ . (15) 

Тоді, виходячи з (2) 

 
( )

1 2
2 1
− µ

ϕ =
−µ

. (16) 

В остаточному вигляді формулу (14) можна 
записати у вигляді 

 2
0 cosασ = σ ξ α , (17) 

де 

 
2 2 2 2

2
sin sinϕ −ϕ α + α

ξ =
ϕ

. (18) 

Таким чином, функцію розподілу напру-
жень по поверхні еліпса отримано у вигляді 
рівняння (17), а її числові значення залежать 
тільки від виду речовини (через коефіцієнт Пу-
ассона). 

Визначаючи напруження, крім їх значень, 
необхідно чітко вказувати напрямок дії і поло-
ження площадки (для напружень в точці –
умовної), по якій вони діють. Для більшості 
задач напружено-деформованого стану залізни-
чної колії, коли йде мова про напруження на 
якійсь глибині, маються на увазі нормальні на-
пруження, що діють по горизонтальній площа-
дці. Тому для подальших обчислень необхідно 
навести співвідношення між різними видами 
напружень. 

При виконанні практичних розрахунків про-
стір кожного сегмента буде поділено на окремі 
елементи відповідно до кутових кроків (див. 
вираз (5)). Кожен елемент буде визначатися як 
простір, обмежений чотирма суміжними векто-
рами. За геометрією векторів визначаються такі 
параметри елемента, як кут нахилу, площа сті-
нки, на яку діють напруження, об’єм тощо. 

Розглянемо напруження, що діють в елемен-
ті сегмента на умовній площадці, перпендику-
лярній до напрямку α , рис. 9. 

 
Рис. 9. Напруження, які діють за напрямком α   

по різних площадках 

Fig. 9. Stresses acting in the direction α   
on different platforms 
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Виходячи із збереження потенціалу дії на-
пружень 

 S Sαα αα α ασ = σ , (19) 

де αασ , Sα , Sαα  – напруження і площини, на-
ведені на рис. 9. 

Тоді, враховуючи, що 
cos
SS αα

α = α
, маємо 

 cosα αασ = σ α . (20) 

Розташування елементів в сегменті відбува-
ється по обрису двовісного еліпса, тому, на від-
міну від розташування по колу (див. рис. 8), 
площадка Sαα , розташована під кутом α  до 
площадки Sα , не є перпендикулярною до на-
прямку α . Потрібна для розрахунків площадка, 
яка б була перпендикулярна до напрямку α , 
буде повернута відносно горизонтального по-
ложення на кут β , рис. 10. 

 
Рис. 10. Співвідношення потенціалів в елементі  

на площадках різного розташування 

Fig. 10. Potential correlation in the element  
on the platforms of different locations 

Співвідношення між площами площадок  
(з рис. 10) 

 
( )
( )

cos ;

cos
cos

S S

S S

αα β

α β

⎫= α −β
⎪
⎬α −β

= ⎪
α ⎭

. (21) 

Використовуючи наведені співвідношення  
і формулу (17), можна записати 

 ( )0 cos cosβσ = σ ξ α −β α , (22) 

де βσ  – повні напруження за напрямком α , які 
діють на стінку, повернуту на кут β  відносно 
горизонтального положення. Саме потенціал 
цих напружень у вигляді проекції на вертика-
льну вісь можна розглядати як реакцію, що урі-
вноважує дію прикладеної сили. 

Тоді загальний потенціал по еліпсоїдній по-
верхні, що входить до формули (12), можна за-
писати у вигляді 

 ( ) 2
0 cos cosi iS Sβ

α

σ = σ ξ α −β α∑ . (23) 

Динамічну рівновагу простору, який дефор-
мується між суміжними обрисами фронтів хви-
лі, описує рівняння (12). Потенціал по поверхні 
сегмента буде визначатися як сума потенціалів 
по кожному елементу, направлених на компен-
сацію дії прикладеної сили, рис. 11. 

 
Рис. 11. Дія напружень на окремий сегмент сферич-

ного елемента 

Fig. 11. Effects of stress on separate segment  
of the spherical element 

Тоді поєднання формул (12) і (23) дає осно-
вне рівняння динамічної рівноваги сегмента 

2 4
0

2
cosid m y

Edt
α α α

α α

σ ξ ∆ α
=∑  

 ( )2
0( 1) cosi S− β α

α

= σ ξ α −β −∑  

( )2 0
0 cos i

i
dS D
dtβ α

α

σ
−σ ξ α −β +∑ , (24) 
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де D  – врахування дисипації речовини, в цьо-
му випадку цей параметр унеможливлює вини-
кнення швидких деформацій (течі речовини). 

Для об’єкта в цілому складається система  
з рівнянь (24), кількість рівнянь буде відповіда-
ти кількості сегментів, на які поділяється 
об’єкт. З кожним кроком додається ще одна 
поверхня і одне рівняння. 

Результатом розв’язання такої системи рів-
нянь будуть значення напружень 0iσ  для кож-
ного сегмента об’єкта (системи об’єктів) на 
розрахункову мить часу. Це дає можливість, 
використовуючи встановлені вище залежності, 
визначити необхідні характеристики напруже-
но-деформованого стану. 

Вертикальні (нормальні) напруження, що 
діють по горизонтальній площадці (див. рис. 7) 

 3
0 cosα⊥σ = σ ξ α . (25) 

Вертикальна абсолютна деформація 

 
4

0 cosyu
E
α

α
α

σ ξ∆ α
= , (26) 

де yα∆  – висота сегмента за напрямком α  (див. 
рис. 11). 

Наведена методика описує коливання стис-
кання-розтягування і призначена для опису ро-
боти об’єктів підрейкової основи (шпали, ба-
ласт, земляне полотно тощо). Рейка має незна-
чні розміри поперечного перерізу порівняно  
з довжиною і опирається на основу, що має сут-
тєво меншу жорсткість порівняно з її власною. 
Такий випадок більш адекватно будуть опису-
вати повздовжні коливання вигину балки. 

За основу візьмемо методику опису коливань 
балки при проходженні повздовжньої хвилі [5]. 

Розрахункова сема наведена на рис. 12 для 
елемента балки довжиною 0xδ → . Балка виги-
нається під дією згинаючого моменту M , який 
змінюється по її довжині. Згинаючий момент 
повинен урівноважуватися поперечною силою 
F , яка теж змінюється по довжині балки. 

Рівняння руху балки по осі «y» буде мати 
вигляд 

 
2

2
y FA x x

xt
∂ ∂

ρ δ = δ
∂∂

, (27) 

де A  – площа поперечного перерізу; y  – пере-
міщення. 

 
Рис. 12. Розрахункова схема вигину елемента балки 

Fig. 12. Calculation scheme of beam element bending 

Приймемо умову, що 

 0MF x
x

∂
= − δ →

∂
. (28) 

Тоді рівняння рівноваги моментів відносно 
середини елемента балки xδ  буде мати вигляд 

2
M xM M x F
x

∂ δ⎛ ⎞− + δ + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

0
2

F xF x
x

∂ δ⎛ ⎞+ + δ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, (29) 

після скорочень 

 2 0
2

M F xx F x
x x

∂ ∂ δ⎛ ⎞δ + + δ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
. (30) 

Приймемо такі умови 

 2

2
1 0

EIM
R

y y
R x

⎫= ⎪⎪
⎬

∂ ⎪= ∂ →
⎪∂ ⎭

, (31) 

де R  – радіус кривизни нейтральної осі (класи-
чно балка подана як сукупність паралельних 
волокон, вище за нейтральну вісь вони розтя-
гуються, а нижче – стискаються); EI  – жорст-
кість балки. 

Перетворимо (28), використовуючи (31) 

 
3

3
M EI yF EI
x x R x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. (32) 

Виходячи з (27) і (32), 

 
2 4

2 4
y yA EI

t x
∂ ∂

ρ = −
∂ ∂

. (33) 

 

108



ISSN 2307–3489 (Print), ІSSN 2307–6666 (Online) 

Наука та прогрес транспорту. Вісник Дніпропетровського  
національного університету залізничного транспорту, 2016, № 5 (65) 

 

ЗАЛІЗНИЧНА КОЛІЯ 

doi 10.15802/stp2016/84032 © Д. М. Курган, 2016 

Якщо врахувати, що балка знаходиться  
у просторі, який має модуль пружності U  
(рейка спирається на пружну основу) [3], рів-
няння (32) набуде вигляду 

 
2 4

2 4
z zA EI Uz

t x
∂ ∂

ρ = − −
∂ ∂

. (34) 

Розв’язання цього диференційного рівняння 
будемо шукати у вигляді 

 ( ) ( )1 2y f x f t= . (35) 

Тоді функції ( )1f x  і ( )2f t  повинні задово-
льняти умовам 

 
( )

( )

4
1

1 14

2
2 1

22

;f C f x
x
f EIC U f t

At

⎫∂
= ⎪⎪∂

⎬
∂ + ⎪= − ⎪∂ ⎭

. (36) 

Функція ( )1f x  відображає статичний про-
гин балки по довжині і її розв’язання для рейки 
відомо [2, 4] 

 ( ) ( )1 cos sinkxf x Be kx kx−= + , (37) 

де k  – коефіцієнт відносної жорсткості; 

 
2
PkB
U

= . (38) 

Тоді, виходячи з (36), 

 ( )

4
1

2 2 3

4 ;
sin cos ;

2 .

C k
f t C pt C pt

Up
A

⎫
⎪= − ⎪
⎪= + ⎬
⎪
⎪= ⎪ρ ⎭

 (39) 

Коефіцієнти 2C  і 3C  можуть бути визначені 
виходячи з граничних умов, які, у тому числі, 
повинні враховувати дисперсію коливань по 
довжині балки [5]. Для практичних розрахунків 
розв’язки рівняння (35) будемо шукати із умови 
взаємного прогину рейки ( рy ), яка опирається 
на опори, і прогину підрейкової основи в міс-
цях опор ( опy ) від сил, що передаються на ці 
опори від рейки ( опQ ) 

 

( ) ( )
( )

р оп

оп оп

4
р

оп 4

, , ;

, ;

.

y x t y x t

y f Q t

d y
Q

dx

⎫
⎪=
⎪⎪= ⎬
⎪
⎪
⎪⎭

∼

. (40) 

Прогин підрейкової основи визначається як 
сума деформацій сегментів всіх шарів за відпо-
відними координатами, знайденими за розв’яз-
ками системи рівнянь (24). 

Отримані рівняння і залежності було покла-
дено в основу при створенні комп’ютерної про-
грами для розрахунків за хвильовою моделлю 
поширення напружень в залізничній колії, яка 
була використана для розв’язання низки задач 
[6, 14]. 

Наукова новизна та практична  
значимість 

Набули подальший розвиток задачі моделю-
вання взаємодії колії і рухомого складу, зокре-
ма з урахуванням динамічного прогину підрей-
кової основи. 

Вперше подано основи математичного опи-
су хвильової моделі поширення напружень  
в залізничній колії, які можуть бути використа-
ні для виконання практичних розрахунків. 

Запропоновано теоретичні обґрунтування 
процесів, що мають місце при сприйнятті нава-
нтаження елементами залізничної колії при ви-
соких значеннях швидкості руху. 

Отриманні дані можуть бути використані 
для обґрунтування конструкції колії або вста-
новлення відповідних допустимих значень 
швидкості для впровадження високошвидкіс-
ного руху. 

Висновки 

При високих значеннях швидкості руху, які 
наближаються до значень швидкості поширення 
хвиль в шарах підрейкової основи, виникають 
динамічні ефекти, які не можуть бути описані 
існуючими розрахунковими методами, що базу-
ються на ототожненні динамічного і статичного 
прогину. 

Для моделювання динаміки роботи рейкової 
колії важливим фактором є врахування обсягів 
речовини шарів підрейкової основи, які беруть 
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участь у взаємодії на дану мить. Адекватним 
інструментом для розв’язання цієї задачі є по-
дання процесу поширення напружень як рух 
хвиль. 

Тоді поєднання рівнянь геометрії обрису ча-
стини простору системи, що залучена до взає-
модії на дану мить часу, і рівнянь динамічної 
рівноваги її деформації дає змогу створення 
моделі напружено-деформованого стану заліз-
ничної колії на основі хвильової теорії поши-
рення напружень. 
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ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОПИСАНИЯ  
ВОЛНОВОЙ МОДЕЛИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ НАПРЯЖЕНИЙ  
В ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОМ ПУТИ 

Цель. В современных научных исследованиях неоднократно приводились практические примеры прояв-
ления динамических эффектов работы железнодорожного пути, которые выходят за границы статических 
расчетных схем. Особенно актуальны такие вопросы для участков, где скорость движения поездов прибли-
жается к скоростям распространения волн в слоях подрельсового основания. Адекватным инструментом для 
изучения таких вопросов может быть использование волновой теории распространения напряжений. Цель 
данной работы – создание математического описания основных принципов волновой модели распростране-
ния напряжений в железнодорожном пути, которые могут быть использованы как основа для практических 
разработок соответствующих расчетных систем. Методика. Модель напряженно-деформированного со-
стояний железнодорожного пути на основе волновой теории распространения напряжений заключается  
в объединении уравнений геометрии очертания части пространства системы, задействованной во взаимо-
действии на данный момент времени, и уравнений динамического равновесия ее деформации. Решение за-
дачи основывается на использовании законов теории упругости. Фронт волны описывается уравнениями 
эллипсоида. При определении изменения во времени положения поверхности эллипсоида используется век-
торный подход. Результаты. Уравнения геометрии движения волны определяют объемы материала слоев 
подрельсового основания, участвующих во взаимодействии на данный момент времени. Определение дина-
мического равновесия деформированного состояния пространства, ограниченного фронтом волны, дает 
возможность рассчитать как сами напряжения и деформации, так и их изменения за время восприятия на-
грузки. Таким образом, в работе получены математические описания процессов, которые возникают  
при восприятии нагрузки элементами железнодорожного пути при высоких скоростях движения.  
Научная новизна. Получили дальнейшее развитие задачи моделирования взаимодействия пути и подвиж-
ного состава, в частности, с учетом динамического прогиба подрельсового основания. Впервые  
представлены основы математического описания волновой модели распространения напряжений в железно-
дорожном пути, которые могут быть использованы для выполнения практических расчетов.  
Практическая значимость. Полученные автором данные могут быть использованы для обоснования кон-
струкции пути или установления соответствующих значений допустимых скоростей для внедрения движе-
ния поездов с высокими скоростями. 

Ключевые слова: железнодорожный путь; взаимодействие пути и подвижного состава; волновая модель; 
высокоскоростное движение; теория упругости 
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THE BASIS OF MATHEMATICAL DESCRIPTION  
FOR WAVE MODEL OF STRESSES PROPAGATION  
IN RAILWAY TRACK 

Purpose. Modern scientific research has repeatedly cited practical examples of the dynamic effects of railway 
track operation that go beyond the static calculation schemes. For the track sections where the train speed is ap-
proaching to the velocity of wave propagation in the slab track layers such issues are of particular relevance. An 
adequate tool for the study of such issues can be the use of the wave theory of stress propagation. The purpose of the 
article is the creation of a mathematical description of the basic principles of the stress propagation wave model in 
the railway track, which can be used as a basis for the practical development of the relevant calculation system. 
Methodology. The model of stress-strain states of the railway track on the basis of the stress wave propagation the-
ory is to bring together the equations of the geometry of the outline of the space systems that is involved in the inter-
action at a given time, and the dynamic equilibrium equations of deformation. The solution is based on the use of the 
laws of the theory of elasticity. The wave front is described by an ellipsoid equation. When determining the varia-
tion in time of the surface position of the ellipsoid a vector approach is used. Findings. The geometry equations of 
the wave motion determine the volumes of material layers of the slab track involved in the interaction at a given 
time. The dynamic equilibrium determination of the deformed condition of the space bounded by the wave front 
makes it possible to calculate both the stresses and strains, and their changes during the time of the load perception. 
Thus, mathematical descriptions of the processes that occur in the perception of the load by the elements of railway 
track at high speeds were obtained. Originality. The simulation tasks of the track and rolling stock interaction, in 
particular taking into account the dynamic deflection of slab track were further developed. For the first time the arti-
cle presents the basics of the mathematical description of the wave stress propagation model in the railroad track, 
which can be used to perform practical calculations. Practical value. The obtained data can be used to justify the 
track construction or establishing appropriate values of permissible speeds for the introduction of train motion with 
high speeds. 

Keywords: railway track; track and rolling stock interaction; wave model; high-speed movement; theory of elas-
ticity 
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